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1.  Числа и  вычисления
З н а т ь :  

Ум е т ь :  

-

1.1.  Натуральные числа

1.1.1.  Десятичная система счисления. Римская нумерация

Íàòóðàëüíûìè íàçûâàþò ÷èñëà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñ÷åòà ïðåäìå-
òîâ — 1, 2, 3, 4, ... (÷èñëî 0 íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì). 

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò N.
Çàïèñü «3  N» îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî òðè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë, à çàïèñü «0  N» îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî íóëü íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó 
ìíîæåñòâó. 

Äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ — ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíî-
âàíèþ 10. 

Öåëîå ÷èñëî A â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé 
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåíåé ÷èñëà 10. 

A a a a a a a a a an n n
n

n
n= = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅− − −

−
−

−
1 2 2 1 0 1

1
2

2
2

2
110 10 10 10... ... 11

0+ a ,
ãäå an–1

...a
0
 — öèôðû ÷èñëà, ïðè÷åì an–1

  0, n  N. 

П р и м е р  1 . 5 783  5  103  7  102  8  101  3  100. 

Â ðèìñêîé íóìåðàöèè öèôðû çàïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôà-
âèòà: 
1 — I 8 — VIII
2 — II 9 — IX
3 — III 10 — X
4 — IV 50 — L
5 — V 100 — C
6 — VI 500 — D
7 — VII 1000 — M
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П р и м е р  2 . Çàïèñàòü ÷èñëà, èñïîëüçóÿ ðèìñêóþ íóìåðàöèþ. 
222 — CCXXII; 545 — DXLV; 
444 — CDXLIV; 689 — DCLXXXIX;
555 — DLV; 1145 — MCXLV.

1.1.2.  Арифметические действия над натуральными числами

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: ñëîæåíèå, âû÷èòà-
íèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, èçâëå÷åíèå êîðíÿ. 

Ïåðâûå ÷åòûðå äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè. 
Ïóñòü a, b è c — íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Çàêîíû ñëîæåíèÿ Ðàâåíñòâî

Ïåðåìåñòèòåëüíûé a  b  b  a

Ñî÷åòàòåëüíûé (a  b)  c  a  (b  c)

Çàêîíû óìíîæåíèÿ Ðàâåíñòâî

Ïåðåìåñòèòåëüíûé ab  ba

Ñî÷åòàòåëüíûé (ab)  c  a  (bc)

Ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí: a(b  c)  ab  ac. 
Äåéñòâèÿ ñ íóëåì è åäèíèöåé

a  0  a a : 1  a 0 : a  0

a  0  0 a : a  1 a : 0  — íà 0 äåëèòü íåëüçÿ

П р и м е р  1 . Èñïîëüçóÿ çàêîíû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü óñòíî çíà÷åíèÿ 
âûðàæåíèé: 
à) 2  137  5; ã) 73  17  27  17;
á) 125  77  8; ä) 4  63  4  79  142  6.
â) 25  2  136  5  10  4; 

Ðåøåíèå: 
à) 2  137  5  (2  5)  137  10  137  1370; 
á) 125  77  8  77  (125  8)  77  1000  77 000; 
â) 25  2  136  5  10  4  (25  4)  (2  5)  (136  10)  100  10  1360 

 1 360 000; 
ã) 73  17  27  17  17  (73  27)  17  100  1700; 
ä) 4  63  4  79  142  6  4  (63  79)  142  6  4  142  142  6  142 

 (4  6)  142  10  1420. 

1.1.3.  Степень с натуральным показателем

Ñòåïåíüþ ÷èñëà a ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì n, áîëüøèì 1, íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûé ðàâåí a: 

a a a a an

n

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅... ,
ðàç

� ������� �������

ãäå a — îñíîâàíèå ñòåïåíè, n — ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. 
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Ñòåïåíüþ ÷èñëà a ñ ïîêàçàòåëåì 1 ÿâëÿåòñÿ ñàìî ÷èñëî a. 
Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè íàçûâàþò äåéñòâèåì âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. 

Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì (m  N; n  N)

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

am  an  am n 23  22  23 2  25  32

am : an  am–n; m  n, a  0 74 : 73  71  7

(am)n  amn (32)3  32  3  36  729

(ab)n  an  bn à) (2a)7  27  a7  128a7;
á) 25  55  (2  5)5  105  100 000

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ;  b  0 à) 

3

4

3

4

27

64

3 3

3

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = = ;

á)
125

25

125

25
5 125

3

3

3

3= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =

П р и м е р  1 . Âû÷èñëèòü: 
17 2 5

17 5 2

9 12 6

8 4 10
.

Ðåøåíèå: 
17

17

2

2

5

5
17 2 5 17 2 5 17 2 5

9

8

12

10

6

4
9 8 12 10 6 4 2 2 2⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =− − − ( )

= ⋅ = ⋅ =17 10 17 100 17002 .

П р и м е р  2 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 
6 4

9 2

2 2

2 2

n

n n

⋅
⋅ +( )

.

Ðåøåíèå: 
6 4

9 2

3 2 16

3 2

3 2 16

3 2 2

2 2

2 2

2

2 2 4

2 2

2 2

n

n n

n

n n

n n

n n

⋅
⋅

=
⋅ ⋅

⋅
=

⋅ ⋅
⋅ ⋅+ +( )

( )

( ) 44

16

16
1= = .

1.1.4.  Делимость натуральных чисел. Простые и  составные числа.  
Разложение натурального числа на простые множители

Äåëèòåëåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå 
a äåëèòñÿ áåç îñòàòêà. 

П р и м е р  1 . ×èñëî 12 èìååò äåëèòåëè: 1, 2, 3, 4, 6, 12. 

×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî èìååò òîëüêî äâà äåëèòåëÿ: 

åäèíèöó è ñàìî ýòî ÷èñëî. 
×èñëî, èìåþùåå áîëåå äâóõ äåëèòåëåé, íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì.

П р и м е р  2 . ×èñëà 2, 3, 11, 23 — ïðîñòûå ÷èñëà; ÷èñëà 4, 8, 15, 27 — ñîñòàâíûå. 

Ïðèçíàê äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë: åñëè õîòÿ áû îäèí èç 
ìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî è ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî. 

П р и м е р  3 . Ïðîèçâåäåíèå 24  15  77 äåëèòñÿ íà 12, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü ýòîãî 
÷èñëà 24 äåëèòñÿ íà 12. 
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Ïðèçíàê äåëèìîñòè ñóììû (ðàçíîñòè) ÷èñåë: åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ 
íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî. 

Åñëè a b  è c b,  òî ( ) .a c b
Çäåñü a, b è c — íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çíàê «» — äåëèòñÿ. 

П р и м е р  4 . ×èñëî ( ) ,77 99 11  ïîñêîëüêó 77 11  è 99 11.

Åñëè a b,  à c íå äåëèòñÿ íà b, òî a  c íå äåëèòñÿ íà ÷èñëî b. 

П р и м е р  5 . 21 3,  à 22 íå äåëèòñÿ íà 3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî (21  22) íå äåëèòñÿ íà 3. 

П р и м е р  6 . Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî 25 5  è ( )25 15 5 , äåëàåì âûâîä, ÷òî 15 5.

Åñëè a c  è c b,  òî a b.

П р и м е р  7 . Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî 72 24  è 24 12 , äåëàåì âûâîä, ÷òî 72 12.

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë íàçûâàþò 
ðàçëîæåíèåì ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. 

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè: ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (êðîìå 1) ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì, ëèáî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè òîëüêî îä-
íèì ñïîñîáîì. 

Ïðè ðàçëîæåíèè ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èñïîëüçóþò ïðèçíàêè äåëè-
ìîñòè è ïðèìåíÿþò çàïèñü «ñòîëáèêîì», ïðè êîòîðîé äåëèòåëü ðàñïîëàãàåòñÿ 
ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ÷åðòû, à ÷àñòíîå çàïèñûâàþò ïîä äåëèìûì. 

П р и м е р  8 . Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà: à) 339; á) 1197. 
Ðåøåíèå: 

à) 330

165

55

11

1

2

3

5

11

 330  2  3  5  11; á) 1197

399

133

19

1

3

3

7

19

 1197  32  7  19. 

1.1.5.  Признаки делимости на 2, 3, 5, 9, 10

Äåëèò-
ñÿ íà

Ïðèçíàê äåëèìîñòè Ïðèìåðû

2
×èñëî äåëèòñÿ íà 2, åñëè åãî 
ïîñëåäíÿÿ öèôðà äåëèòñÿ íà 2

27 374 2
27 371 íå äåëèòñÿ íà 2

3
×èñëî äåëèòñÿ íà 3, åñëè ñóì-
ìà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3

27 375 3,  ïîñêîëüêó 
2  7  3  7  5  24. 24 3

5
×èñëî äåëèòñÿ íà 5, åñëè åãî 
ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0 èëè 5

23 330 5 10 745 5
48 377 íå äåëèòñÿ íà 5

9
×èñëî äåëèòñÿ íà 9, åñëè ñóì-
ìà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9

488 718 9,  ïîñêîëüêó 
4  8  8  7  1  8  36. 36 9

10
×èñëî äåëèòñÿ íà 10, åñëè åãî 
ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0

270 10
272 íå äåëèòñÿ íà 10
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Ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 4, 25 è 11

Äåëèò-
ñÿ íà

Ïðèçíàê äåëèìîñòè Ïðèìåðû

4
×èñëî äåëèòñÿ íà 4, åñëè ÷èñëî, ñî-
ñòàâëåííîå èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ 
öèôð, äåëèòñÿ íà 4

27 032 4,  ïîñêîëüêó 32 4

25
×èñëî äåëèòñÿ íà 25, åñëè ÷èñëî, 
ñîñòàâëåííîå èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ 
öèôð, äåëèòñÿ íà 25

3 300, 3 725, 48 375,  
3 150 äåëÿòñÿ íà 25

11
×èñëî äåëèòñÿ íà 11, åñëè àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ñóììà åãî öèôð a

0
 – a

1
  a

2
 – 

– a
3
  …  (–1)nan–1

 äåëèòñÿ íà 11

38 137 11,  ïîñêîëüêó  
3 – 8  1 – 3 7  0. 0 11

Ñóùåñòâóþò ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 6, 15, 45 è ò. ä., ò. å. íà ÷èñëà, ïðîèç-
âåäåíèå êîòîðûõ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè 2, 3, 5, 9 è 10. 

П р и м е р  1 . Ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 6 ìîæåò âûãëÿäåòü òàê: íà 6 äåëÿòñÿ òå è òîëü-
êî òå ÷èñëà, ñóììà öèôð êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3 è èõ ïîñëåäíÿÿ öèôðà äåëèòñÿ 
íà 2. 
П р и м е р  2 . Óêàçàòü íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 5 è óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâó: 
à) 128  x  145; á) 1157  x  1160. 
Îòâåò: à) 140; á) 1160. 
П р и м е р  3 . Íà îäíîé ñòîÿíêå 26 àâòîìîáèëåé, íà äðóãîé — íà 1 áîëüøå, à íà òðå-
òüåé — â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì íà ïåðâîé. Ìîæíî ëè âñå àâòîìîáèëè ðàçìåñòèòü 
ïîðîâíó íà òðåõ ñòîÿíêàõ? 
Îòâåò: ìîæíî, ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî àâòîìîáèëåé: 26  (26  7)  26  2 

 111. 111 3,  ò. ê. 1 1 1 3 3+ + = .

1.1.6.  Наибольший общий делитель и  наименьшее общее кратное

Íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî êàæäîå èç äâóõ 
äàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ýòèõ ÷è-
ñåë (ÍÎÄ). 

П р и м е р  1 . ÍÎÄ (10; 25)  5; ÍÎÄ (18; 24)  6; ÍÎÄ (7; 21)  1. 

Åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí 1, òî ýòè 
÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. 

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ (ÍÎÄ) 

Äåéñòâèå Ïðèìåð. Íàéòè ÍÎÄ (180; 840)

1. Ðàçëîæèòü äàííûå ÷èñëà íà ïðîñòûå 
ìíîæèòåëè 

180  22  32  5
840  23  3  5  7

2. Âûïèñàòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå 
âõîäÿò â êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ ðàçëîæå-
íèé

ÍÎÄ (180; 840)  22  3  5
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Äåéñòâèå Ïðèìåð. Íàéòè ÍÎÄ (180; 840)

Êàæäîå èç âûïèñàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë 
âçÿòü ñ íàèìåíüøèì èç ïîêàçàòåëåé ñòå-
ïåíè, ñ êîòîðûìè îíî âõîäèò â ðàçëîæå-
íèå äàííûõ ÷èñåë

3. Çàïèñàòü ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííûõ 
ñòåïåíåé

ÍÎÄ (180;840)  22  3  5  60

П р и м е р  2 . Íàéòè ÍÎÄ (132; 180; 144). 
Ðåøåíèå: 

132

66

33

11

1

2

2

3

11

 180

90

45

15

5

1

2

2

3

3

5

 144

72

36

18

9

3

1

2

2

2

2

3

3

132  22  3  11; 180  22  32  5; 144  24  32 
ÍÎÄ (132; 180; 144)  22  3  12. 
Îòâåò: 12. 
П р и м е р  3 . Ìåæäó ó÷åíèêàìè îäíîãî êëàññà ïîäåëèëè ïîðîâíó 155 òåòðàäåé 
è 62 ðó÷êè. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ â ýòîì êëàññå? 

Ðåøåíèå: 
Íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà ó÷àùèõñÿ ýòîãî êëàññà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íàè-

áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 155 è 62, ïîñêîëüêó òåòðàäè è ðó÷êè ïîäåëèëè 
ïîðîâíó. 

155  5  31; 62  2  31. ÍÎÄ (155; 62)  31. 
Îòâåò: 31 ó÷åíèê. 

Êðàòíûì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äå-
ëèòñÿ íà a áåç îñòàòêà. 

П р и м е р  4 . ×èñëî 8 èìååò êðàòíûå: 8, 16, 24, 32, … Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êðàòíûõ. 

Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) ÷èñåë íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå êðàòíî ýòèì ÷èñëàì. 

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî (ÍÎÊ) 

Äåéñòâèå Ïðèìåð. Íàéòè ÍÎÊ (84; 90)

1. Ðàçëîæèòü ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 84  22  3  7
90  2  32  5

2. Âû÷èñëèòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå 
âõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç ðàçëîæåíèé.
Êàæäîå èç âûïèñàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë âçÿòü 
ñ íàèáîëüøèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ñ êîòî-
ðûì îíî âõîäèò â ðàçëîæåíèÿ äàííûõ ÷èñåë

ÍÎÊ (84; 90)  22  32  5  7

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Äåéñòâèå Ïðèìåð. Íàéòè ÍÎÊ (84; 90)

3. Çàïèñàòü ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííûõ ñòå-
ïåíåé

ÍÎÊ (84; 90)  1260

П р и м е р  5 . Íàéòè ÍÎÊ (18; 24; 30). 
Ðåøåíèå: 

18  2  32; 24  23  3; 30  2  3  5. 
ÍÎÊ (18; 24; 30)  23  32  5  8  9  5  360. 

П р и м е р  6 . Äâà âåëîñèïåäèñòà îäíîâðåìåííî ñòàðòîâàëè ïî âåëîòðåêó â îäíîì íà-
ïðàâëåíèè. Îäèí äåëàåò êðóã çà 1 ìèí, à äðóãîé — çà 45 ñ. ×åðåç êàêîå íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìèíóò ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ îíè âñòðåòÿòñÿ íà ñòàðòå? 
Ñêîëüêî êðóãîâ ïî âåëîòðåêó ñäåëàåò êàæäûé èç íèõ? 

Ðåøåíèå: 
Êîëè÷åñòâî ìèíóò, ÷åðåç êîòîðîå îíè ñíîâà âñòðåòÿòñÿ íà ñòàðòå, äîëæíî äå-

ëèòüñÿ è íà 1 ìèí, è íà 45 ñ. 1 ìèí  60 ñ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè 
ÍÎÊ (45; 60). 45  32  5; 60  22  3  5. ÍÎÊ (45; 60)  22  32  5  4  9  5  180. 
Çíà÷èò, âåëîñèïåäèñòû âñòðåòÿòñÿ íà ñòàðòå ÷åðåç 180 ñ  3 ìèí, ïðè ýòîì ïåð-
âûé ñäåëàåò 180 : 60  3 êðóãà, à âòîðîé — 180 : 45  4 êðóãà. 
Îòâåò: 3 ìèí; 3 êðóãà, 4 êðóãà. 

1.1.7.  Деление с остатком

Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íàöåëî íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b, ìîæíî 
âûïîëíèòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå íàçûâàåòñÿ íåïîë-
íûì. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: 

a  b  n  r, 
ãäå a — äåëèìîå, b — äåëèòåëü, n — íåïîëíîå ÷àñòíîå, r — îñòàòîê. 

П р и м е р  1 . Ïóñòü äåëèìîå ðàâíî 243, äåëèòåëü — 4, òîãäà 243 : 4  60 (îñòàòîê 3). 
Òî åñòü a  243, b  4, n  60, r  3, òîãäà 243  60  4  3. 

×èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 2 áåç îñòàòêà, íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè: 
a  2n, n  N. 

Îñòàëüíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè: 
b  2n  1, n  N. 

1.2.  Дроби

1.2.1.  Обыкновенная дробь, основное свойство дроби. Сравнение дробей

Îäíà èëè íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé åäèíèöû íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííîé äðîáüþ. 

П р и м е р  1 . Äðîáü 
3

7
 îçíà÷àåò, ÷òî åäèíèöó ðàçäåëèëè íà 7 ÷àñòåé è âçÿëè 3 òàêèõ 

÷àñòè. 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Äðîáü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 

×àñòíîå îò äåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äðîáè 
a
b

,  

ãäå äåëèìîå a — ÷èñëèòåëü, à äåëèòåëü b — çíàìåíàòåëü. 
Äðîáü, â êîòîðîé ÷èñëèòåëü ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, 

à äðîáü, ãäå ÷èñëèòåëü áîëüøå èëè ðàâåí çíàìåíàòåëþ, — íåïðàâèëüíîé. 

П р и м е р  2 . Äðîáè 
3

7
;  

9

10
;  

1

2
;  

123

124
 — ïðàâèëüíûå, äðîáè 

7

7
;  

8

3
;  

16

1
 — íåïðàâèëü-

íûå. 

×èñëî, ñîñòîÿùåå èç öåëîé è äðîáíîé ÷àñòåé, ìîæíî îáðàòèòü â íåïðàâèëü-
íóþ äðîáü. Äëÿ ýòîãî íóæíî óìíîæèòü öåëóþ ÷àñòü íà çíàìåíàòåëü è ê ïðîèçâå-
äåíèþ ïðèáàâèòü ÷èñëèòåëü äàííîé äðîáè. Ïîëó÷åííàÿ ñóììà áóäåò ÷èñëèòåëåì 
äðîáè, à çíàìåíàòåëåì îñòàåòñÿ çíàìåíàòåëü äðîáíîé ÷àñòè. 

П р и м е р  3 . 5
1

3

5 3 1

3

16

3
=

⋅ +
= ;  8

9

10

8 10 9

10

89

10
=

⋅ +
= .

Èç ëþáîé íåïðàâèëüíîé äðîáè ìîæíî âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ — ýòî 
öåëàÿ ÷àñòü, îñòàòîê — ýòî ÷èñëèòåëü, äåëèòåëü — ýòî çíàìåíàòåëü. 

П р и м е р  4 . 
23

4
23 4 5 3 5

3

4
= =[ ] =: ( . ) ;îñò  

7

3
7 3 2 1 2

1

3
= =[ ] =: ( . ) .îñò

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè: åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè óìíîæèòü èëè 
ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ äðîáü, ðàâíàÿ 
äàííîé. 

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè èñïîëüçóþò ïðè ñîêðàùåíèè äðîáåé. 
Äåëåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà èõ îáùèé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò åäèíè-

öû, íàçûâàþò ñîêðàùåíèåì äðîáåé. 

П р и м е р  5 . Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äðîáè 
225

275
 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 25, ïîýòîìó 

äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü íà ýòî ÷èñëî: 
225

275

225 25

275 25

9

11

:

:
.

Ñîêðàùåíèå äðîáåé ìîæíî ïðîâîäèòü ïîýòàïíî ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ äåëè-
ìîñòè. 

П р и м е р  6 . 
48

60

48 2

60 2

24

30

24 2

30 2

12

15

12 3

15 3

4

5

:

:

:

:

:

:
.

Сравнение дробей
1. Èç äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè áîëüøå òà, ó êîòîðîé ÷èñëè-

òåëü áîëüøå. 

П р и м е р  7 . 
3

11

5

11
;  

2

37

1

37
;  

11

101

9

101
.

2. Èç äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëèòåëÿìè áîëüøå òà, ó êîòîðîé çíàìåíà-
òåëü ìåíüøå. 

П р и м е р  8 . 
5

7

5

6
;  

11

35

11

20
;  

31

45

31

46
.
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×òîáû ñðàâíèòü äðîáè ñ ðàçíûìè ÷èñëèòåëÿìè è çíàìåíàòåëÿìè, íóæíî:
1) ïðèâåñòè äðîáè ê íàèìåíüøåìó îáùåìó çíàìåíàòåëþ;
2) ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå äðîáè. 

×òîáû ïðèâåñòè äðîáè ê íàèìåíüøåìó îáùåìó çíàìåíàòåëþ, íóæíî:
1) íàéòè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé äðîáåé (îíî è áóäåò èõ îáùèì 

çíàìåíàòåëåì); 
2) ðàçäåëèòü îáùèé çíàìåíàòåëü íà çíàìåíàòåëü äàííûõ äðîáåé, ò. å. íàéòè äëÿ 

êàæäîé äðîáè äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü; 
3) óìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè íà åå äîïîëíèòåëüíûé ìíî-

æèòåëü. 

П р и м е р  9 . Ñðàâíèòü äðîáè: à) 
2

7
 è 

3

5
;  á) 

7

18
 è 

11

27
.

Ðåøåíèå: 

à) ÍÎÊ (7; 5)  35. 
2

7

2 5

7 5

10

35
=

⋅
⋅

= ;  
3

5

3 7

5 7

21

35
=

⋅
⋅

= ;  òàê êàê 
10

35

21

35
,  òî 

2

7

3

5
;

á) ÍÎÊ (18; 27)  54; 
7

18

7 3

18 3

21

54
=

⋅
⋅

= ;  
11

27

11 2

27 2

22

54
=

⋅
⋅

= ;  òàê êàê 
21

54

22

54
,  òî 

7

18

11

27
.

1.2.2.  Арифметические действия с обыкновенными дробями

Сложение и вычитание дробей
1. Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè ê ÷èñëè-

òåëþ ïåðâîé äðîáè ïðèáàâëÿþò ÷èñëèòåëü âòîðîé äðîáè (èç ÷èñëèòåëÿ ïåðâîé 
âû÷èòàþò ÷èñëèòåëü âòîðîé) è îñòàâëÿþò òîò æå çíàìåíàòåëü. Ïîëó÷åííóþ 
äðîáü, åñëè âîçìîæíî, ñîêðàùàþò è âûäåëÿþò öåëóþ ÷àñòü. 

П р и м е р  1 . 

à) 
7

12

3

12

4

12

1

3
− = = ;  

á) 
9

11

2

11

11

11
1+ = = ;

â) 2
3

17
5

4

17
2 5

3 4

17
7

7

17
+ = + +

+
=( ) ;

ã) 4
10

13
2

5

13
6

15

13
6

13

13

2

13
7

2

13
+ = = + + = ;

ä) 7
11

15
2

4

15
7 2

11 4

15
5

7

15
− = − +

−
=( ) ;

å) 8
3

22
5

7

22
8 5

3 7

22
3

3 7

22
2

22

22

3 7

22
− = − +

−
= +

−
= + +

−
=( )

=
+ −

= =2
22 3 7

22
2

18

22
2

9

11
.

2. Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) äðîáåé ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè íóæíî ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðèâåñòè ýòè äðîáè ê íàèìåíüøåìó îáùåìó çíàìåíàòåëþ, çàòåì 
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ñëîæèòü (âû÷åñòü) ïîëó÷åííûå äðîáè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ (âû÷èòà-
íèÿ) äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè. 

П р и м е р  2 . 

à) 5
7

8
6

3

10
5 6

7

8

3

10
11

35 12

40
11

47

40
11

40

40

7

40

5 4

+ = + + + = +
+

= + = + + =
/ /

= + =12
7

40
12

7

40
;

á) 3
9

11
1

2

5
3 1

9

11

2

5
2

45 22

45
2

23

45

5 11

− = − + − = +
−

=
/ /

;

â) 5
1

4
1

3

8
5 1

1

4

3

8
4

2 3

8
3

8

8

1

8
3

7

8

2

− = − + − = +
−

= + − =
/

;

ã) 7
7

9
4

1

12
2

3

4
7 4 2

7

9

1

12

3

4
5

28 3 27

36

4 3 9

− + = − + + − + = +
− +

=
/ / /

= + = + = + + =5
52

36
5

13

9
5

9

9

4

9
6

4

9
.

Умножение дробей

1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äðîáåé 
a
b

 è 
c
d

 ðàâíî äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí ïðî-

èçâåäåíèþ ÷èñëèòåëåé, à çíàìåíàòåëü — ïðîèçâåäåíèþ çíàìåíàòåëåé:

a
b

c
d

ac
bd

⋅ = .

2. Ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öåëîé è äðîáíîé ÷àñòåé, èõ ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå íåïðàâèëüíûõ äðîáåé, à çàòåì óìíîæàþò ñîãëàñ-
íî ï. 1. 

П р и м е р  3 . 

à) 
7

12
24

7

12

24

1

7 24

12 1

14

1
14

2

1
⋅ = ⋅ =

⋅

⋅
= = ;

á) 
13

24

16

39

13 16

24 39

2

9

1 2

3 3
⋅ =

⋅

⋅
= ;

â) 19
1

2
1

5

9

19 2 1

2

1 9 5

9

39 14

2 9

91

3
30

1

3

13 7

1 3
⋅ =

⋅ +
⋅

⋅ +
=

⋅

⋅
= = ;

ã) 2
2

3
1

1

24
5

2

5

8 25 27

3 24 25

9

3
3

1 1 9

1 3 1
⋅ ⋅ =

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= = ;

ä) 
3

7

27

343

3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ;

å) 3
1

4

13

4

169

16
10

9

16

2 2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = = .
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Деление дробей
Äâà ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè, åñëè èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1, 

ò. å. äðîáè âèäà 
a
b

 è 
b
a

 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè, íàïðèìåð 
1

3
 è 3; 

2

7
 è 

7

2
.

×òîáû ðàçäåëèòü îäíó äðîáü íà äðóãóþ, íóæíî äåëèìîå óìíîæèòü íà ÷èñëî, 
îáðàòíîå ê äåëèòåëþ:

a
b

c
d

a
b

d
c

: .= ⋅

1 : ;
a
b

b
a

  0 0: ;
a
b

  
a
b

: 0  —  íà íóëü äåëèòü 
íåëüçÿ

Ïðè äåëåíèè ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öåëîé è äðîáíîé ÷àñòè, íóæíî ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå äðîáè è ïðèìåíèòü ïðàâèëî ñîãëàñíî ï. 1. 

П р и м е р  4 . 

à) 
21

40

3

4

21 4

40 3

7

10

7 1

10 1
: ;=

⋅

⋅
=

á) 8
3

5

8

1

5

3

40

3
13

1

3
: ;= ⋅ = =

â) 
12

25
4

12

25

4

1

12 1

25 4

3

25

3

1
: : ;= =

⋅

⋅
=

ã) 5
1

3
1

5

9

16

3

14

9

16 9

3 14

24

7
3

3

7

3 3

2 7
: : ;= =

⋅

⋅
= =

ä) 3
3

8

3

8
1

3

7

27

8

3

8

10

7

27 8 7

8 3 10

63

10
6

3

10

9 1

1 1
: : : : .= =

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= =

1.2.3.  Нахождение части от целого и  целого по его части

Нахождение части от целого (дроби от числа)
×òîáû íàéòè ÷àñòü îò öåëîãî, íóæíî ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå öåëîìó, ðàç-

äåëèòü íà çíàìåíàòåëü äðîáè, âûðàæàþùåé ýòó ÷àñòü, è ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 
÷èñëèòåëü òîé æå äðîáè. 

П р и м е р  1 . Íà ó÷àñòêå ðàñòåò 36 äåðåâüåâ. Èç íèõ 
5

9
 — âèøíè. Ñêîëüêî âèøåí 

ðàñòåò íà ó÷àñòêå? 
Ðåøåíèå: 

1) 36 : 9  4 (äåðåâà) — ýòî 
1

9
 âñåõ äåðåâüåâ; 2) 4  5  20 (äåðåâüåâ) — ýòî  

5

9
 âñåõ äåðåâüåâ. 

Îòâåò: 20 äåðåâüåâ. 

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷àñòè îò öåëîãî ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäå-
íèÿ äðîáè îò ÷èñëà. 

×òîáû íàéòè äðîáü (÷àñòü) îò ÷èñëà, íåîáõîäèìî ÷èñëî óìíîæèòü íà ýòó 
äðîáü. 
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П р и м е р  2 . Ðåøèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó óìíîæåíèåì ÷èñëà 36 íà äðîáü 
5

9
.  

Ðåøåíèå: 

36
5

9

36 5

9
20⋅ =

⋅
=  (äåðåâüåâ). 

Îòâåò: 20 äåðåâüåâ. 

П р и м е р  3 . Ñðåäè 420 000 æèòåëåé ãîðîäà 
1

6
 ÷àñòü æèòåëåé íå èíòåðåñóåòñÿ ôóò-

áîëîì è íå ñìîòðèò ôóòáîëüíûå ìàò÷è ïî òåëåâèçîðó. Îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ ôóò-

áîëüíûìè áîëåëüùèêàìè. Ñðåäè áîëåëüùèêîâ 
5

7
 ñìîòðèò ïî òåëåâèçîðó ôèíàëü-

íûé ìàò÷ ÷åìïèîíàòà Åâðîïû. Ñêîëüêî æèòåëåé ãîðîäà íå ñìîòðåëî ýòîò ìàò÷? 
Ðåøåíèå: 

1) 420000
1

6
70000⋅ =  (æèòåëåé) — íå èíòåðåñóþòñÿ ôóòáîëîì; 

2) 420 000 – 70 000  350 000 (æèòåëåé) — ôóòáîëüíûå áîëåëüùèêè; 

3) 350000
5

7
250000⋅ =  (æèòåëåé) — ñìîòðåëè ìàò÷; 

4) 420 000 – 250 000  170 000 — íå ñìîòðåëè ìàò÷. 
Îòâåò: 170 000 ÷åëîâåê. 

Нахождение целого по его части (числа по его дроби)
×òîáû íàéòè öåëîå ïî åãî ÷àñòè, íóæíî ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ÷àñòè, 

ðàçäåëèòü íà ÷èñëèòåëü äðîáè, âûðàæàþùåé ýòó ÷àñòü, è ðåçóëüòàò óìíîæèòü 
íà çíàìåíàòåëü òîé æå äðîáè. 

П р и м е р  4 . Çà ïåðâûé äåíü ëûæíèêè ïðîøëè 38 êì, ÷òî ñîñòàâëÿåò 
2

7
 äëèíû 

ìàðøðóòà. Êàêîâà äëèíà ìàðøðóòà? 
Ðåøåíèå: 

1) 38 : 2  19 (êì) — ýòî 
1

7
 âñåãî ìàðøðóòà; 

2) 19  7  133 (êì) — äëèíà ìàðøðóòà. 
Îòâåò: 133 êì. 

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ öåëîãî ïî åãî ÷àñòè ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæ-
äåíèÿ ÷èñëà ïî åãî äðîáè. 

×òîáû íàéòè ÷èñëî ïî åãî äðîáè, íåîáõîäèìî äàííîå çíà÷åíèå ðàçäåëèòü íà 
ýòó äðîáü. 

П р и м е р  5 . Ðåøèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äåëåíèåì ÷èñëà 38 íà 
2

7
.  

Ðåøåíèå: 

38
2

7

38 7

2
133: ( ).=

⋅
= êì

Îòâåò: 133 êì. 

П р и м е р  6 . Òðîå ìûøåé íàøëè ãîëîâêó ñûðà. Îäíà ìûøü ñúåëà 
7

12
 ãîëîâêè ñûðà, 

äðóãàÿ — 
7

15
 îñòàòêà, à òðåòüÿ — îñòàëüíûå 1

2

3
 êã ñûðà. Íàéòè ìàññó ãîëîâêè ñûðà. 
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Ðåøåíèå: 
Ïðèìåì öåëóþ ãîëîâêó ñûðà çà 1. Òîãäà, ïîñëå òîãî êàê ïåðâàÿ ìûøü ñúå-

ëà 
7

12
 ãîëîâêè, îñòàëîñü: 1

7

12

12

12

7

12

5

12
− = − =  ÷àñòè ñûðà. Âòîðàÿ ìûøü ñúåëà  

7

15
 îñòàòêà, ò. å.: 

5

12

7

15

5 7

12 15

7

36

1

3
⋅ =

⋅

⋅
=  ÷àñòè ñûðà. Òîãäà òðåòüåé ìûøè äîñòà-

ëîñü: 
3 5

12

7

36

15 7

36

8

36

2

9

/

− =
−

= =  ÷àñòè ñûðà, ÷òî ñîñòàâëÿåò 1
2

3
êã.  Òîãäà ìàññà 

âñåé ãîëîâêè ñûðà ñîñòàâèò: 1
2

3

5

3

9

2

15

2
7

1

2
êã :

2

9
êã= ⋅ = = ( ).

Îòâåò: 7
1

2
êã.

1.2.4.  Десятичная дробь, сравнение десятичных дробей

Äðîáíûå ÷èñëà, çíàìåíàòåëü êîòîðûõ ðàâåí 10, 100, 1000 è ò. ä., ìîæíî çà-
ïèñàòü íå òîëüêî â âèäå îáûêíîâåííûõ, íî è â âèäå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. 

Îáûêíîâåííûå 
äðîáè

1

10

3

10

23

10

27

100

1

100

133

100

3

1000

7371

1000

Äåñÿòè÷íûå 
äðîáè

0,1 0,3 2,3 0,27 0,01 1,33 0,003 7,371

Äåñÿòè÷íûå äðîáè çàïèñûâàþò àíàëîãè÷íî çàïèñè ìíîãîçíà÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. 

… òû
ñÿ

÷
è

ñî
òí

è

ä
åñ

ÿ
òê

è

åä
è
í
è
ö
û

, ä
åñ

ÿ
òû

å

ñî
òû

å

òû
ñÿ

÷
í
û

å

ä
åñ

ÿ
òè

-
òû

ñÿ
÷
í
û

å

…

3 2 7 , 0 5 2 8

Íàïðèìåð, ÷èñëî 327,0528 èìååò 3 ñîòíè, 2 äåñÿòêà, 7 åäèíèö, 0 äåñÿòûõ, 
5 ñîòûõ, 2 òûñÿ÷íûõ, 8 äåñÿòèòûñÿ÷íûõ.

Åñëè äðîáü ïðàâèëüíàÿ, òî ïåðåä çàïÿòîé â çàïèñè äåñÿòè÷íîé äðîáè ñòàâÿò 

öèôðó 0, íàïðèìåð 
17

100
0 17, .

Сравнение десятичных дробей
1. Èç äâóõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé áîëüøå òà, ó êîòîðîé öåëàÿ ÷àñòü áîëüøå: 

7,99  6,399; 100,1  999,99; 9,99  0,99. 
2. Åñëè öåëûå ÷àñòè äðîáåé ðàâíû, òî áîëüøå òà äðîáü, ó êîòîðîé äåñÿòûõ áîëü-

øå. Åñëè è äåñÿòûå ðàâíû, òî áîëüøå òà äðîáü, ó êîòîðîé áîëüøå ñîòûõ, 
è ò. ä.:

85,7  85,679; 35,87  35,8695; 5,09  5,1; 77,9  77,009. 
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1.2.5.  Арифметические действия с десятичными дробями

Сложение и вычитание десятичных дробей
×òîáû ñëîæèòü (âû÷åñòü) äåñÿòè÷íûå äðîáè, íóæíî: 

1) óðàâíÿòü â ýòèõ äðîáÿõ êîëè÷åñòâî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé; 
2) çàïèñàòü èõ äðóã ïîä äðóãîì òàê, ÷òîáû çàïÿòàÿ áûëà çàïèñàíà ïîä çàïÿ-

òîé; 
3) âûïîëíèòü ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå), íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çàïÿòóþ; 
4) ïîñòàâèòü â îòâåòå çàïÿòóþ ïîä çàïÿòîé â äàííûõ äðîáÿõ. 

П р и м е р  1 . 
à) 0,4  37,023; á) 100 – 3,02; â) 15,23  0,3  115;

0 400

37 023

37 423

,

,

,

  100 00

3 02

96 98

,

,

,

  15 23

0 30

115 00

130 53

,

,

,

,

Умножение десятичных дробей
Ïðè óìíîæåíèè äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ñíà÷àëà íóæíî âûïîëíèòü óìíîæåíèå, 

íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çàïÿòóþ, à çàòåì â ïðîèçâåäåíèè îòäåëèòü çàïÿòîé 
ñïðàâà ñòîëüêî çíàêîâ, ñêîëüêî èõ èìååòñÿ ïîñëå çàïÿòîé â îáîèõ ìíîæèòåëÿõ 
âìåñòå. 

П р и м е р  2 . 

à) 0 215

0 03

0 00645

,

,

,

�

�

��

 á) 0 15

0 006

0 00090

,

,

,

�

�

��

 â) 15

0 003

0 045

,

,

Умножение десятичной дроби на 0,1; 0,01; 0,001 и т. д.
×òîáû óìíîæèòü äåñÿòè÷íóþ äðîáü íà 0,1; 0,01; 0,001, íóæíî ïåðåíåñòè 

çàïÿòóþ âëåâî íà ñêîëüêî öèôð, ñêîëüêî íóëåé ñòîèò ïåðåä åäèíèöåé â ìíî-
æèòåëå. 

П р и м е р  3 . 
à) 23,571  0,1  2,3571; ã) 75  0,01  0,75; 
á) 5,3  0,1  0,53; ä) 4,2  0,01  0,042; 
â) 0,37  0,1  0,037; å) 0,1  0,0001  0,00001. 

Деление десятичных дробей
×òîáû ðàçäåëèòü äåñÿòè÷íóþ äðîáü íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íóæíî: 

1) ðàçäåëèòü äðîáü íà ýòî ÷èñëî, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çàïÿòóþ; 
2) ïîñòàâèòü â ÷àñòíîì çàïÿòóþ ïîñëå òîãî, êàê çàêîí÷åíî äåëåíèå öåëîé ÷à-

ñòè; 
3) åñëè öåëàÿ ÷àñòü ìåíüøå äåëèòåëÿ, òî ÷àñòíîå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ öåëûõ. 
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П р и м е р  4 . 
à) 30 6

27

9

3 4

36

36

0

,

,

 á) 3 56

32

4

0 89

36

36

0

,

,

 â) 1

0

80

0 0125

10

0

100

80

200

160

400

400

0

,

Деление десятичной дроби на 10, 100, 1000 и т. д.
×òîáû ðàçäåëèòü äåñÿòè÷íóþ äðîáü íà 10, 100, 1000, …, íóæíî ïåðåíåñòè 

âëåâî çàïÿòóþ â ýòîé äðîáè íà ñêîëüêî öèôð, ñêîëüêî íóëåé ñòîèò ïîñëå åäèíè-
öû â äåëèòåëå. 

П р и м е р  5 . 
à) 571 : 10  57,1; ã) 6,51 : 1000  0,00651;
á) 241,3 : 100  2,413; ä) 2 : 1000  0,002; 
â) 5,35 : 100  0,0535; å) 57 : 10 000  0,0057. 

Деление числа на десятичную дробь
×òîáû ðàçäåëèòü ÷èñëî íà äåñÿòè÷íóþ äðîáü, íóæíî: 

1) â äåëèìîì è äåëèòåëå ïåðåíåñòè çàïÿòóþ âïðàâî íà ñêîëüêî öèôð, ñêîëüêî èõ 
ïîñëå çàïÿòîé â äåëèòåëå; 

2) âûïîëíèòü äåëåíèå íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî. 

П р и м е р  6 . 
à) 8,46 : 0,6  84,6 : 6  14,1; 
á) 0,00612 : 0,03  0,612 : 3  0,204; 
â) 27 : 0,15  2700 : 15  180. 

Деление десятичной дроби на 0,1; 0,01; 0,001 и т. д.
×òîáû ðàçäåëèòü äåñÿòè÷íóþ äðîáü íà 0,1; 0,01; 0,001, íóæíî ïåðåíåñòè 

â íåé çàïÿòóþ âïðàâî íà ñòîëüêî öèôð, ñêîëüêî íóëåé ñòîèò â äåëèòåëå ïåðåä 
åäèíèöåé (ò. å. óìíîæèòü äðîáü íà 10, 100, 1000, …). 

П р и м е р  7 . 
à) 37,89 : 0,1  378,9;  
á) 37,89 : 0,01  3 789; 
â) 37,89 : 0,001  37 890;
ã) 37,89 : 0,0001  378 900. 
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1.2.6.  Представление десятичной дроби в  виде обыкновенной и  обыкновенной 
в  виде десятичной

×òîáû îáðàòèòü äåñÿòè÷íóþ äðîáü â îáûêíîâåííóþ, äîñòàòî÷íî â ÷èñëèòåëå 
äðîáè çàïèñàòü ÷èñëî, ñòîÿùåå ïîñëå çàïÿòîé, à â çíàìåíàòåëå — åäèíèöó ñ íó-
ëÿìè, ïðè÷åì íóëåé äîëæíî áûòü ñòîëüêî, ñêîëüêî öèôð ñïðàâà îò çàïÿòîé. 
Åñëè ìîæíî, äðîáü ñîêðàòèòü. 

П р и м е р  1 . 0 3
3

10
, ;  0 25

25

100

1

4
, ;  0 006

6

1000

3

500
, ;  10 02 10

2

100
10

1

50
, .

×òîáû îáðàòèòü îáûêíîâåííóþ äðîáü â äåñÿòè÷íóþ, ñëåäóåò ðàçäåëèòü ÷èñ-
ëèòåëü íà çíàìåíàòåëü ïî ïðàâèëó äåëåíèÿ äåñÿòè÷íîé äðîáè íà öåëîå ÷èñëî. 

П р и м е р  2 . 
7

25
0 28, ;  7 0

50

25

0 28

200

200

0

,

,

Íå êàæäóþ îáûêíîâåííóþ äðîáü ìîæíî ïåðåâåñòè â äåñÿòè÷íóþ. 
Åñëè çíàìåíàòåëü îáûêíîâåííîé äðîáè íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, 

êðîìå 2 è 5, òî ýòó îáûêíîâåííóþ äðîáü ìîæíî ïåðåâåñòè â äåñÿòè÷íóþ. 
Ó÷èòûâàÿ ýòî ïðàâèëî, ìîæíî ïåðåâîäèòü îáûêíîâåííóþ äðîáü â äåñÿòè÷íóþ 

íå ñ ïîìîùüþ äåëåíèÿ, à ïðèâåäåíèåì åå ê çíàìåíàòåëþ 10, 100, 1000 ïóòåì 
óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ýòîé äðîáè íà íåäîñòàþùèå ìíîæèòåëè. 

П р и м е р  3 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ÷èñåë 10, 100, 1000 è ò. ä. ïîëó÷àåòñÿ 
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äâîåê è ïÿòåðîê. Ïðåäñòàâèì â âèäå äåñÿòè÷íûõ ñëåäó-

þùèå äðîáè: à) 
4

25
;  á) 

5

8
;  â) 1

7

20
.

Ðåøåíèå: 

à) 
4

25

4

5 5

4 2 2

5 2 5 2

16

100
0 16=

⋅
=

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

= = , ;  

á) 
5

8

5

2 2 2

5 5

2 5 2 5 2 5

5

1000
0 625

3 4

=
⋅ ⋅

=
⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = , ;  

â) 1
7

20
1

7

2 2 5
1

7 5

2 5 2 5
1

35

100
1 35=

⋅ ⋅
=

⋅
⋅ ⋅ ⋅

= = , .

1.3.  Рациональные числа

1.3.1.  Целые числа
Êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ — ýòî ïðÿìàÿ ñ óêàçàííûìè íà íåé íà÷àëîì îòñ÷å-

òà (òî÷êà O), íàïðàâëåíèåì îòñ÷åòà (óêàçàíî ñòðåëêîé) è åäèíè÷íûì îòðåçêîì 
(OA  1). 
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×èñëà, ðàñïîëîæåííûå íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé ñïðàâà îò íóëÿ, íàçûâàþò 
ïîëîæèòåëüíûìè, à ñëåâà — îòðèöàòåëüíûìè. ×èñëî íóëü íå ÿâëÿåòñÿ íè ïî-
ëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì. 

1

O A MN

0–1–2–3–4–5–6–7 2 3 4 5 6 7

Ðèñ. 1.1 
Òî÷êà A èçîáðàæàåò ÷èñëî 1, êîòîðîå íàçûâàþò êîîðäèíàòîé òî÷êè A è çàïè-

ñûâàþò: A(1). Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþò: O(0); M(2); N(–4). 
Äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî çíàêîì, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâî-

ïîëîæíûìè ÷èñëàìè. 
Íàïðèìåð, 1 è –1, 2 è –2, 7 è –7 — ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà. 
Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷-

íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷åòà. 
×èñëà íàòóðàëüíûå, èì ïðîòèâîïîëîæíûå, à òàêæå ÷èñëî íóëü ñîñòàâëÿþò 

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Z. 
Íàïðèìåð, 5  Z (÷èñëî ïÿòü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë), –7  Z, 

− ∉3
1

2
Ζ  (÷èñëî 3

1

2
 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì). 

Êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííóþ òî÷êó 
íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. 

Èíîãäà íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçûâàþò öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè, à ÷èñëà –1, 
–2, –3, … — öåëûìè îòðèöàòåëüíûìè. 

Öåëûå ÷èñëà

Öåëûå ïîëîæèòåëüíûå: 
1, 2, 3, 4, …

0
Öåëûå îòðèöàòåëüíûå:
–1, –2, –3, –4, …

П р и м е р  1 . Êàêèå öåëûå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû ìåæäó: à) –4 è 2; á) –1,9 è 3,2;  

â) 
7

8
 è 

7

8
?

Îòâåò: à) –3; –2; –1; 0; 1; á) –1; 0; 1; 2; 3; â) 0. 
П р и м е р  2 . Ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë ðàñïîëîæåíî íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé ìåæäó 
÷èñëàìè –154 è 61? 

Ðåøåíèå: 
Ñëåâà îò íóëÿ ðàñïîëîæåíû ÷èñëà îò –152 äî –1 âêëþ÷èòåëüíî, ò. å. èõ 153, 

äàëåå ñàìî ÷èñëî íóëü è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 60, ò. å. 60 ÷èñåë. Âñåãî: 
152  1  60  214. 
Îòâåò: 214 ÷èñåë. 

1.3.2.  Модуль (абсолютная величина) числа

Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàþò ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà îòñ÷åòà äî òî÷êè, êîòîðàÿ 
èçîáðàæàåò ýòî ÷èñëî íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. 

10–1–2–3–4–5–6–7 2 3 4 5 6 7
Ðèñ. 1.2 
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–4   4; 4   4; 0   0.
Ìîäóëü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ðàâåí ñàìîìó ÷èñëó, ìîäóëü îòðèöàòåëüíîãî 

÷èñëà ðàâåí ÷èñëó, ïðîòèâîïîëîæíîìó äàííîìó: 

a
a a a

a a
=

≥
− <
, , �

, ,

åñëè ò. å.  íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, 

åñëè ò. å. 

0

0 aa � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

⎧
⎨
⎩ —

—

Ìîäóëü ëþáîãî ÷èñëà åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíàÿ.
Ìîäóëè ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðàâíû: 

a   –a . 

П р и м е р  1 . Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé öåëûå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ 
âåðíî íåðàâåíñòâî: 
à) x   3; á) x   3; â) 2  x   5. 
Îòâåò:  Îòâåò:  Îòâåò: 

10–1–2 2  10–1–2–3 2 3  10–1–2–3–4 2 3 4

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: à) x   7; á) x   –9; â) x   0; ã) x – 4   3. 
Ðåøåíèå: 

à) x   7. x
1
  7; x

2
  –7;  

á) x   –9. Ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó x   0;
â) x   0. x  0;
ã) x – 4   3. x – 4  3 èëè x – 4  –3; x

1
  7 èëè x

2
  1.

Îòâåò: à) –7; 7; á) ðåøåíèé íåò; â) 0; ã) 1 è 7.
П р и м е р  3 . Çàïèñàòü âûðàæåíèå áåç çíàêà ìîäóëÿ: à) a – 2 ; á) 5 a  2 . 

Ðåøåíèå: 
Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ èìååì: 

à) a
a a

a a
− =

− − ≥
− − − <

⎧
⎨
⎩

2
2 2 0

2 2 0

, ,

( ),

åñëè

åñëè
 èëè a

a a

a a
− =

− ≥
− + <

⎧
⎨
⎩

2
2 2

2 2

, ,

, ;

åñëè

åñëè

á) 5 2
5 2 2 0

5 2 2 0
a

a a

a a
+ =

+ + ≥
− + + <

⎧
⎨
⎩

( ), ,

( ),

åñëè

åñëè
 èëè 5 2

5 10 2

5 10 2
a

a a

a a
+ =

+ ≥ −
− − < −

⎧
⎨
⎩

, ,

, .

åñëè

åñëè

1.3.3.  Сравнение рациональных чисел

×èñëî, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îòíîøåíèÿ p
a
n

,  ãäå a — öåëîå ÷èñ-

ëî, à n — íàòóðàëüíîå, íàçûâàþò ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. 

Íàïðèìåð, ÷èñëà 0,27; 3
2

7
;  –3,5; 10; –3; 0 ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ïî-

ñêîëüêó 0 27
27

100
, ;  3

2

7

23

7
;  − =

−
3 5

7

2
, ;  10

10

1
;  − =

−
3

3

1
;  0

0

1
.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âêëþ÷àþò â ñåáÿ öåëûå è äðîáíûå ÷èñëà. 

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Öåëûå ÷èñëà: –3; 0; 1; 15; … Äðîáíûå ÷èñëà: 
2

3
;  0,33; –7,5; …

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò Q. 
Íà ìíîæåñòâå Q ìîæíî ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óì-

íîæåíèÿ è äåëåíèÿ (êðîìå äåëåíèÿ íà 0). Êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó  ÷èñëó 
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ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííóþ òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé  
ïðÿìîé. 

Èç äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áîëüøå òî ÷èñëî, êîòîðîå íà êîîðäèíàòíîé ïðÿ-
ìîé ðàñïîëîæåíî ïðàâåå. Ñëåäîâàòåëüíî:
à) âñÿêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå íóëÿ è áîëüøå ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî: 

–10  1; 0  1; 5  –5 000; 
á) âñÿêîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ìåíüøå íóëÿ: 

–7  0; –0,1  0; 0  –1 000; 
â) èç äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë áîëüøå òî ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî ìåíüøå: 

–3  –5, ò. ê. –3   –5 . 

П р и м е р  1 . Ìåæäó êàêèìè ñîñåäíèìè öåëûìè ÷èñëàìè ëåæèò ÷èñëî: 

à) 3
9

17
;  á) –8,4; â) –0,17? 

Îòâåò: à) 3 3
9

17
4;  á) –9  –8,4  –8; â) –1  –0,17  0. 

П р и м е р  2 . Çàïèñàòü òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, áîëüøåå èç êîòîðûõ: 
à) 3; á) –8; â) 0. 
Îòâåò: à) 1; 2; 3; á) –10; –9; –8; â) –2; –1; 0. 
П р и м е р  3 . Íàéòè âñå öåëûå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ áóäóò âåðíû îäíîâðåìåííî 
îáà íåðàâåíñòâà: à) –7  x  3 è –5  x  9; á) –3,8  x  4 è –2,6  x  6,3. 

Ðåøåíèå: 
à) 

10–1–2–3–4–5–6–7 2 3 4 5 6 7 8 9
 

á) 
10–1–2–3–4–5–6–7 2 3 4 5 6 7 8 9

Îòâåò: à) –5; –4; –3; –2; –1; 0; 1; 2; á) –2; –1; 0; 1; 2; 3; 4. 

1.3.4.  Арифметические действия с рациональными числами

Сложение и вычитание рациональных чисел
1. Ïðè ñëîæåíèè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè íóæíî ñëîæèòü 

èõ ìîäóëè è ïåðåä ñóììîé ïîñòàâèòü èõ îáùèé çíàê. 

П р и м е р  1 . 
à) (–6)  (–3,7)  –(6  3,7)  –9,7;  

á) − + −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − = −5

7

8
6

3

4
5

7

8
6

6

8
11

13

8
12

5

8

2/

.

2. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ðàçíûìè çíàêàìè ìîäóëü ñóììû 
ðàâåí ðàçíîñòè ìîäóëåé ñëàãàåìûõ. Çíàê ñóììû ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñëàãàå-
ìîãî, èìåþùåãî áîëüøèé ìîäóëü. 

П р и м е р  2 . 
à) 4  (–10)  –(10 – 4)  –6;
á) 5,6  (–4,1)  (5,6 – 4,1)  1,5; 

â) − + = − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −11

7

9
8

2

3
11

7

9
8

6

9
3

1

9

3/

.
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3. Ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðàâíà íóëþ. 

П р и м е р  3 . 
à) –4  4  0;  á) 

3

8

3

8
0+ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = .

4. ×òîáû âû÷åñòü èç ÷èñëà a ÷èñëî b, äîñòàòî÷íî ê óìåíüøàåìîìó ïðèáàâèòü 
÷èñëî, ïðîòèâîïîëîæíîå âû÷èòàåìîìó: 

a – b  a  (–b). 

П р и м е р  4 . 
à) –7 – 3  –7  (–3)  –10;  
á) –5 – (–11,3)  –5  11,3  6,3;  

â) 2
9

20
4

17

30
2

9

20
4

17

30
2 4

9

20

17

30

3 2

− = + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + − + + −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =( )

/ /

 = − + + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −2

27

60

34

60
2

7

60
2

7

60
.

Свойства сложения
Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a, b è c âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: 

1) ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî: a  b  b  a; 
2) ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî: (a  b)  c  a  (b  c). 

П р и м е р  5 . 
à) –6,38  (–1,73)  5,38  1,73  (–1,73  1,73)  (–6,38  5,38)  0 – 1  –1; 

á) − + + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + = − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠

9

40

13

50

23

50

19

40

9

40

19

40

13

50

23

50
⎟⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

10

40

10

50

= + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

1

4

1

5

5

20

4

20

1

20
.

Умножение и деление рациональных чисел
1. Ïðîèçâåäåíèå (÷àñòíîå) ÷èñåë îäíîãî çíàêà åñòü ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå. 

П р и м е р  6 .
à) (–6)  (–2,1)  12,6; â) (–72) : (–6)  12;

á) − ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅
⋅

=
3

4

5

6

3 5

4 6

5

8
;  ã) − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅
=22

11

17

22 17

11
34: .

2. Ïðîèçâåäåíèå (÷àñòíîå) äâóõ ÷èñåë ñ ðàçíûìè çíàêàìè åñòü ÷èñëî îòðèöàòåëüíîå. 

П р и м е р  7 . 

à) ( ) ;− ⋅ = −10
1

5
2  â) 24 : (–3)  –8;

á) 
2

3
1

1

2

2

3

3

2
1⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − ⋅ = − ;  ã) − = −5 8

5

8
: .

Свойства умножения
Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a, b è c ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: 

1) äåéñòâèÿ ñ íóëåì è åäèíèöåé: a  1  1  a  a; a  (–1)  –a; 
a  0  0  a  0; (–1)  a  –a. 
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2) ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî: a  b  b  a. 
 ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî: (ab)  c  a  (bc);
3) ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî: a(b  c)  ab  ac;

Свойства деления

a : 1  a a : (–1)  –a a : a  1 a : (–a)  –1 

0 : a  0 a : 0  — íà íóëü äåëèòü íåëüçÿ

П р и м е р  8 . Âû÷èñëèòü íàèáîëåå óäîáíûì ñïîñîáîì: 
à) –4  2,3  (–0,5)  (–4  (–0,5))  2,3  2  2,3  4,6; 

á) − ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ ⋅ − = − ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −

⎛5

18

4

13

9

25
26

5

18

9

25

4

13
26( ) ( )

⎝⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

= − ⋅
⋅

= − ⋅ = − = −
1

10

4 26

13

1

10
8

8

10
0 8, ;

â) − ⋅ + ⋅ − = − ⋅ +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =32 3 7

10

13
2

3

13
32 3 32 3 7

10

13
2

3

13
, ( , ) ,

= − ⋅ = − ⋅ = −32 3 9
13

13
32 3 10 323, , .

1.3.5.  Степень с целым показателем

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z — ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, íóëÿ è ÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàòóðàëüíûì. Ïîýòîìó ïîíÿòèå ñòåïåíè 
an (n  N) ìîæíî ðàñøèðèòü, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà n — öåëîå îòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî è n  0. 

a
a

n
n= −

1
 è a

a
n

n
− =

1
,   

åñëè a  0 è n — öåëîå ÷èñëî

a0  1, åñëè a  0

00 è 0–n, n  N íå îïðåäåëåíî

П р и м е р  1 . à) 5
1

5

1

25
2

2
− = = ;  á) 

2

3

3

2

27

8

3 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

−

.

П р и м е р  2 . 10  1; (–3,7)0  1; 
2

7
1

0
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = .

Свойства степени с целым показателем
Ïóñòü a — ëþáîå ÷èñëî, m è n — öåëûå ÷èñëà. 

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

am  an  am+n, a  0
5 5 5 5

1

5

1

25
12 10 12 10 2

2
− − + −⋅ = = = =
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Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

a
a

a
m

n
m n= − ;  a  0 à) 

1

2

1

2

1

2

1

2
2 4

5 7 5 7 2

2⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =

− −

: ;

á) 3 3 3 3
1

27
6 9 6 9 3: = = =− −

(am)n  amn; a  0 à) ((0,2)–3)–1  0,2–3  (–1)  0,23  0,008; 

á) 
3 27

9

3 3

3

3 3

3
3 3 3

3 2

2

3 3 2

2 2

3 6

4
3 6 4 3 6 4 7

−

−

−

−

−

−
− + − − − + +⋅

=
⋅

=
⋅

= = =
( )

( )
( )

(ab)n  anbn, a  0, b  0
à) −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =−

−
−3

5

9

25

9

25
3

2

6 2
6

2
a b a b

a
b

;

á) 0,125–7  8–7  (0,125  8)–7  1–7  1

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ,  a  0, b  0 3

2

3

2

2

3

8

27

4 2 3 3 12 6

3 3

3 3 6

3 12

3 6

12

a x
b

a x
b

b x
a

b x
a

− − − −

− −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = = =

П р и м е р  3 . Âû÷èñëèòü: 

à) 3 2
1

3

1

2

1

9

1

8

8 9

72

1

72
2 3

2 3
− −+ − = + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − =

−
= −( ) ;

á) ( , ) ( , ) ;0 1 0 5
1

10

1

2
10 2 100 16 1162 4

2 4

2 4− −
− −

+ = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + = + =

â) (( ) ) : (( ) ) ( ) : ( ) ( )− − + = − − + = − +− − − − − −10 10 3 10 10
1

3
10

1

9
7 7 6 8 2 49 48

2
1 ==

= − + =
− +

=
1

10

1

9

9 10

90

1

90
.

Стандартный вид числа
Ñòàíäàðòíûì âèäîì ÷èñëà íàçûâàåòñÿ åãî çàïèñü â âèäå a  10n, ãäå 1  a  10, 

n — öåëîå ÷èñëî. ×èñëî n íàçûâàþò ïîðÿäêîì ÷èñëà. 

П р и м е р  4 . Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî â ñòàíäàðòíîì âèäå: 
à) 1 370 000  1,37  106;
á) 0,00000071  7,1  10–7; 
â) (1,1  10–2)  (3  10–6)  1,1  3  10–2  10–6  3,3  10–8;
ã) (9,1  10–3)  (3  105)  (9,1  3)  (10–3  105)  27,3  102  2,73  103; 
ä) (6,1  10–4)  (2  10–6)  (6,1  2)  (10–4  10–6)  12,2  10–10  1,22  10–9; 
å) 2,3  10–2  1,5  10–3  2,3  10–2  0,15  10–2  (2,3  0,15)  10–2  2,45  10–2.

1.3.6.  Числовые выражения, порядок действий в  них, использование скобок. 
Законы арифметических действий

×èñëîâîå âûðàæåíèå — ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü, ñîäåðæàùàÿ ÷èñëà, ñêîá-
êè è çíàêè äåéñòâèé. 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Íàïðèìåð: (2,3 – 1,8)2; 
3

8
1 3

3

8
1 3+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟, , .

Çíà÷åíèåì ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ. Êàæäîå ÷èñëîâîå âûðàæåíèå èìååò åäèíñòâåí-
íîå çíà÷åíèå èëè íå èìååò åãî ñîâñåì. 

Íàïðèìåð, ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ (3,7 – 2,7)2,  

à âûðàæåíèå 
3 5

2 2

,
 íå èìååò çíà÷åíèÿ. 

Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå äåëåíèå íà íóëü, íå èìåþò çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ýòî 
äåéñòâèå íåâîçìîæíî âûïîëíèòü. Î òàêîì âûðàæåíèè ãîâîðÿò, ÷òî îíî íå èìååò 
ñìûñëà. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü ïîðÿäîê 
äåéñòâèé. 

Äåéñòâèÿ ïåðâîé ñòóïåíè — ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå; äåéñòâèÿ âòîðîé ñòóïå-
íè — óìíîæåíèå è äåëåíèå; äåéñòâèå òðåòüåé ñòóïåíè — âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. 

Порядок выполнения действий в числовом выражении
1. Åñëè âûðàæåíèå ñîäåðæèò ñêîáêè, òî ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ â ñêîá-

êàõ. Åñëè âíóòðè ñêîáîê ñîäåðæàòñÿ äðóãèå ñêîáêè, òî ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ 
äåéñòâèÿ âî âíóòðåííèõ ñêîáêàõ. 

2. Ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ âûñøåé ñòóïåíè, çàòåì íèçøåé. 
3. Äåéñòâèÿ îäíîé è òîé æå ñòåïåíè âûïîëíÿþòñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè 

ñòîÿò â âûðàæåíèè. 

П р и м е р  1 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 17 – (91,1 – 101,1)2  (2,3 – 1,3)7 : (–2)3. 
Ðåøåíèå: 

1) 91,1 – 100,1  –10; 5) 17  1;
2) (–10)2  100;  6) (–2)3  –8;
3) 17 – 100  –83; 7) 1 : (–8)  –0,125;
4) 2,3 – 1,3  1;  8) –83  (–0,125)  –83,125. 
Îòâåò: –83,125. 

Правило раскрытия скобок
1. Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè ñòîèò çíàê « », òî, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ìîæíî: 

à) îïóñòèòü ñêîáêè è çíàê « »;
á) çàïèñàòü ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, ñîõðàíèâ èõ çíàêè; 
â) åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, çàïèñàíî áåç çíàêà, òî åãî íóæ-

íî çàïèñàòü ñî çíàêîì « ». 

П р и м е р  1 . 
à) –7,21  (3,5  7,21)  –7,21  3,5 – 7,21  3,5; 
á) 3,7  (–2,3  5)  3,7 – 2,3  5  6,4. 

2. Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè ñòîèò çíàê «–», òî, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ìîæíî: 
à) îïóñòèòü ñêîáêè è çíàê «–»; 
á) çàïèñàòü ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, ïîìåíÿâ çíàêè âñåõ ñëàãàåìûõ íà 

ïðîòèâîïîëîæíûå; 
â) åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, çàïèñàíî áåç çíàêà, òî åãî íóæ-

íî çàïèñàòü ñî çíàêîì «–». 
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П р и м е р  2 .
à) –2,5 – (5,6  2,5)  –2,5 – 5,6 – 2,5  –10,6; 
á) –7,8 – (–3,2 – 6,8)  –7,8  3,2  6,8  2,2. 

Çàêîíû àðèôìåòè÷åñêèé äåéñòâèé — ñì. ï. 1.3.4. 

1.4.  Действительные числа

1.4.1.  Квадратный корень из числа

Êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà a íàçûâàþò ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí a. 
Íàïðèìåð, êâàäðàòíûìè êîðíÿìè èç ÷èñëà 16 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 4 è –4, ïî-

ñêîëüêó 42  16 è (–4)2  16. 
Èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà êâàäðàòíîãî êîðíÿ íå ñóùåñòâóåò. 
Àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà a íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíîå 

÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí a. 
Íàïðèìåð, àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà 36 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 6. 
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èñïîëüçóþò çíàê .  

Çàïèñü m  ÷èòàþò òàê: «Àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü èç m» èëè ïðîñòî: 
«Êâàäðàòíûé êîðåíü èç m», ïðè ýòîì ÷èñëî m íàçûâàþò ïîäêîðåííûì âûðàæåíèåì. 

Íàïðèìåð: 144 12;  0 0;  
9

121

3

11
.

Äåéñòâèå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî íàõîäèòñÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, íàçûâàåòñÿ 
èçâëå÷åíèåì êâàäðàòíîãî êîðíÿ. 

Èòàê, îïðåäåëåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

åñëè a  0 è b2  a, òî a b

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî a a( ) =
2

,  åñëè a  0. 

Íàïðèìåð: 1 7 1 7
2

, , ;( ) =  
2

3

2

3

2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ,  íî âûðàæåíèå −( )3

2

 íå èìååò ñìûñëà. 

Свойства арифметического квадратного корня

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Êâàäðàòíûé êîðåíü 
èç ïðîèçâåäåíèÿ: 

ab a b= ⋅  
ïðè a  0 è b  0

à) 1 69 900 1 69 900 1 3 30 39, , , ;⋅ = ⋅ = ⋅ =

á) 72 2 72 2 144 12⋅ = ⋅ = = ;

â) 45 80 9 5 16 5 9 25 16 3 5 4 60⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =( ) ( )

Êâàäðàòíûé êîðåíü 
èç äðîáè: 

a
b

a

b
 

ïðè a  0 è b  0

à) 
36

49

36

49

6

7
;

á) 6
1

4

25

4

25

4

5

2
2

1

2
;
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â) 
3

27

3

27

1

9

1

3
;

ã) 
2

5

5

72

2

5

5

72

1

36

1

6
⋅ = ⋅ = =

Êâàäðàòíûé êîðåíü 
èç ñòåïåíè:

à) a a2

á) a ak k2 ,  
ãäå a — ëþáîå ÷èñëî

à) ( ) ;− = − =5 5 52

á) m m2 ;

â) a a12 6;  ïîñêîëüêó a6  0; 

ã) b b
b b

b b
10 5

5

5

0

0
= =

≥

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, ;

ä)  3 7 3 3 7 3 3 7 3 7
2

−( ) + = − + = − + + = ,  ïî-

ñêîëüêó 3 7  è 3 7 0− < ;

å)  3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 1
2

2− = − + = ( ) − ⋅ ⋅ + =  

= −( ) = − = −2 1 2 1 2 1
2

, ò. å. 2 1 è 2 1 0− >

Преобразование выражений, содержащих квадратные корни
1. Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. 

à) 5 2 4 2 9 2+ = ;  ä) 4 2 8a b ab⋅ −( ) = − ;

á) 7 3 3 3 4 3− = ; å) 12 6 3 3
12 6

3 3
4 2: ;

â) 6 2 5 3 30 6⋅ = ;  æ) 3 2 3 2 9 2 18
2

2
2( ) = ( ) = ⋅ = .

ã) 7 3 7 4 7+ = ;
2. Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ èç-ïîä çíàêà êîðíÿ. 

à) 27 9 3 3 3= ⋅ = ;

á) 
1

2
32

1

2
16 2

1

2
4 2 2 2= ⋅ = ⋅ = ;

â) 5 5
5 0

5 0

2a a
a a

a a
= =

≥

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, .

åñëè

åñëè

3. Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê êîðíÿ. 

à) 2 7 2 7 4 7 282= ⋅ = ⋅ = ;

á) a a5 5 2,  åñëè a  0; a a5 5 2= − ,  åñëè a  0. 
4. Îñâîáîæäåíèå îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå èëè ÷èñëèòåëå äðîáè.
 Â ÷èñëèòåëå: 

à) 
5

7

5 5

7 5

5

7 5
=

⋅
⋅

= ;  

á) 
3 1

2

3 1 3 1

2 3 1

3 1

2 3 1

2

2 3 1

1

3 1

2
2+

=
+( ) −( )
⋅ −( ) =

( ) −

⋅ −( ) =
⋅ −( ) =

−
.
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Â çíàìåíàòåëå: 

à) 
2

3

2 3

3 3

2 3

3
=

⋅
⋅

= ;

á) 
1

5

5

5 5

5

5
=

⋅
= ;

â) 
a

a b

a a b

a b a b

a a b
a b−

=
+( )

−( ) +( ) =
+( )

−
;

ã) 
5

3 1

5 3 1

3 1 3 1

5 3 1

3 1

5 3 1

2+
=

−( )
+( ) −( ) =

−( )
−

=
−( )

.

П р и м е р  1 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 

à) 18 8 50+ − ;  á) 2 3 3 2 3 3−( ) +( );  â) 5 2 2 10
2

−( ) + .
Ðåøåíèå: 

à) 18 8 50 9 2 4 2 25 2 3 2 2 2 5 2 0+ − = ⋅ + ⋅ − ⋅ = + − = ;

á) 2 3 3 2 3 3 2 3 3 4 3 9 12 9 3
2

2−( ) +( ) = ( ) − = ⋅ − = − = ;

â) 5 2 2 10 5 2 5 2 2 2 10
2 2 2

−( ) + = ( ) + ⋅ + ( ) + =  

= − + + =5 2 10 2 2 10 7.
П р и м е р  2 . Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè: 

à) 18 3;  á) a a;  â) a – b, ãäå a  0, b  0. 
Ðåøåíèå: 

à) 18 3 6 3 3 3 6 1− = ⋅ − = −( );
á) âûðàæåíèå a  èìååò ñìûñë ïðè a  0, òîãäà a a= ( )2

.  

Ïîýòîìó a a a a a a+ = ( ) + = +( )2

1 ;

â) ïðè a  0 è b  0 a b a b a b a b− = ( ) − ( ) = −( ) +( )2 2

.
П р и м е р  3 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 

à) a a a a−( ) +( ) − −( )3 3 5 ;  á) 
1

1 2

1

2 3

1

3 2
.

Ðåøåíèå: 

à) a a a a a a a−( ) +( ) − −( ) = ( ) − − ( ) + =3 3 5 3 5
2

2
2

= − − + = −a a a9 5 3 5 9;

á)  
1

1 2

1

2 3

1

3 2
.

Ïîïûòêà ïðèâåñòè òàêèå äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðèâåäåò ê ãðîìîçä-
êîìó âûðàæåíèþ, ïîýòîìó ñíà÷àëà èçáàâèìñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíà-
òåëÿõ äðîáåé: 

1 1 2

1 2 1 2

1 2 3

2 3 2 3

1 3 2

3 2 3 2

⋅ −( )
+( ) −( ) +

⋅ −( )
+( ) −( ) +

⋅ −( )
+( ) −( ) =

=
−
−

+
−
−

+
−

−
=

− + − + −
−

=
−
−

=
1 2

1 2

2 3

2 3

3 2

3 4

1 2 2 3 3 2

1

1

1
1.
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1.4.2.  Корень третьей степени

Êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç ÷èñëà a — ýòî ÷èñëî, òðåòüÿ ñòåïåíü êîòîðîãî 
ðàâíà a. 

Êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè ÷àñòî íàçûâàþò êóáè÷åñêèì êîðíåì èç ÷èñëà è îáî-

çíà÷àþò a3 . 
Êóáè÷åñêèé êîðåíü îïðåäåëåí èç ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ïðè÷åì

a
a a

a a
3

3

3

0

0
=

≥

− − <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

,

åñëè

åñëè

Íàïðèìåð, − = − = −8 8 23 3 .

Ïî îïðåäåëåíèþ êóáè÷åñêîãî êîðíÿ a a3
3( ) = .  

Íàïðèìåð, 5 53
3( ) = ;  −( ) = −5 53

3

.
Àðèôìåòè÷åñêèì êóáè÷åñêèì êîðíåì èç ÷èñëà a íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíîå 

÷èñëî, êóá êîòîðîãî ðàâåí a. 
Äåéñòâèå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî íàõîäèòñÿ êóáè÷åñêèé êîðåíü, íàçûâàåòñÿ 

èçâëå÷åíèåì êóáè÷åñêîãî êîðíÿ. 
Êóáè÷åñêèé êîðåíü îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è êâàäðàòíûé êîðåíü. 

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

ab a b3 3 3= ⋅ à) 125 27 125 27 5 3 153 3 3⋅ = ⋅ = ⋅ = ;

á) 4 2 4 2 8 23 3 3 3⋅ = ⋅ = =

a
b

a

b
3

3

3
,  b  0 à) 

64

125

64

125

4

5
3

3

3
;

á) 
625

5

625

5
125 5

3

3
3 3

a a3
3( ) =

a an
p

pn( ) =

à) 7 73
3( ) = ;

á) 2 2 43
2

23 3( ) = =

Ñðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êâàäðàòíûìè è êóáè÷åñêèìè êîðíÿìè

Åñëè a  b  0, òî a bn n ,  n  2; 3 5  3, ïîýòîìó 5 3  è 5 33 3

a b a bn n n+ ≥ + ,  n  2; 3; a  0; b  0 5 3 8+ > ;  5 3 83 3 3+ >

Åñëè a  1, òî a 1 è a a  

a3 1 è a a3

5  1, òî 5 1  è 5 5;

5 13  è 5 53

Åñëè 0  a  1, òî 0 1a  è a a

è 0 13 a  è a a3

2

3
1,  òî 

2

3
1 è 

2

3

2

3
;

0
2

3
13  è 

2

3

2

3
3
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Преобразование выражений, содержащих кубические корни
1. Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. 

à) 3 2 5 2 8 23 3 3+ = ;

á) 8 3 2 3 6 3 6 33 3 3 3− − − = − = − ;

â) 2 5 3 4 6 203 3 3⋅ = ;

ã) 12 24 6 3
12 24

6 3
2 8 2 2 43 3

3

3

3: ;= = = ⋅ =

ä) 3 2 3 2 27 2 543
3

3 3
3( ) = ⋅ ( ) = ⋅ = .

2. Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ èç-ïîä çíàêà êîðíÿ. 

à) 24 8 3 2 33 3 3= ⋅ = ;  á) − = − ⋅ = −625 125 5 5 53 3 3 .
3. Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê êîðíÿ. 

à) 3 2 3 2 27 2 543 33 3 3= ⋅ = ⋅ = ;  á) − = − ⋅ = −2 3 8 3 243 3 3 .
4. Îñâîáîæäåíèå îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè. 

à) 
5

2

5 2

2 2

5 4

8

5 4

23

23

3 23

3

3

3

=
⋅

⋅
= = ;

á) 
8

3 13
;  èñïîëüçóåì ôîðìóëó (a – b)(a2  ab  b)  a3 – b3, 

ò. å. 3 1 9 3 1 3 1 23 3 3−( ) + +( ) = − = .  

8

3 1

8 9 3 1

3 1 9 3 1

8 9 3 1

2
4 9 3 1

3

3 3

3 3 3

3 3
3 3

−
=

+ +( )
−( ) + +( ) =

+ +( )
= + +( );

â) 
a b

a ab b

a b a b

a ab b a b

+

− +
=

+ +( )
− +( ) +( )

=
23 3 23

3 3

23 3 23 3 3

( ) + −( )
+

= −
( )

( )
.

a b a b
a b

a b
3 3

3 3   

Â äàííîì ïðèìåðå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (a  b)(a2 – ab  b2)  a3  b3. 
5. Óïðîùåíèå âûðàæåíèé. 

à) 0 5 96 1
1

3

5 625

5
0 5

96 4

3

5 1 125

5
3 3

3 3

3
3

3 3

3
, ,⋅ ⋅ −

−
= ⋅

⋅
−

−( )
=  

= ⋅ ⋅ − −( ) = ⋅ ⋅ − + = ⋅ + = +0 5 32 4 1 125 0 5 64 2 1 5 0 5 4 2 4 2 2 43 3 3 3 3, , , ;

á) 3 3 27 9
2

16
3 9 3 27

2

16
27 81

1

8
3 3

3

3

3 3 3 3⋅ − ⋅ ⋅ −
−

= − ⋅ ⋅ ⋅ − − = − ⋅ + =

= − ⋅ + = − + = −3 9
1

2
27

1

2
86

1

2
.

1.4.3.  Нахождение приближенного значения корня с помощью калькулятора

×òîáû èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ÷èñëà ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà, íóæíî 

ââåñòè ýòî ÷èñëî, à çàòåì íàæàòü êíîïêó .
Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ êâàäðàò-

íûå êîðíè. 
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П р и м е р  1 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a b  ïðè a  8,1 è b  9,4. 
Ðåøåíèå: 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü òàêîé: èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ÷èñ - 
ëà a è çàíåñòè åãî â ïàìÿòü, èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ÷èñëà b è ïðèáàâèòü 

åãî ê ÷èñëó, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ïàìÿòè a( ).
Ïîñëå î÷èñòêè ïàìÿòè (íàæàòèå êíîïêè MC  èëè AC ) ñõåìà âû÷èñëåíèÿ 

áóäåò èìåòü âèä: 

a M b M MR ,

ãäå êíîïêà M  — ïðèáàâèòü ê ïàìÿòè; MR  — âçÿòü èç ïàìÿòè. 

Ïðè a  8,1 è b  9,4 ñõåìà âû÷èñëåíèÿ èìååò âèä: 

8 1 9 4× + × +M M MR .

Âûïîëíèâ âû÷èñëåíèÿ ïî ñõåìå è îêðóãëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ, ïîëó÷èì: 

8 1 9 4 5 9, , , .+ ≈

П р и м е р  2 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a b2 2  ïðè a  8,3; b  7,4. 
Ðåøåíèå: 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü òàêîé: âîçâåñòè â êâàä-
ðàò ÷èñëî a è çàíåñòè ðåçóëüòàò â ïàìÿòü; âîçâåñòè â êâàäðàò ÷èñëî b è ïðè-
áàâèòü åãî ê ÷èñëó, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ïàìÿòè (à2); èç ïîëó÷åííîé ñóììû 
èçâëå÷ü êîðåíü. 

Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä: 

a M b M MR× = + × = + .
Âûïîëíèâ âû÷èñëåíèÿ ïî ñõåìå è îêðóãëèâ ðåçóëüòàò (ïðè a  8,3; b  7,4), 

ïîëó÷èì: 8 3 7 4 11 12 2, , , .+ ≈

П р и м е р  3 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a b c  ïðè a  1,72; b  3,58 è c  5,63. 
Ðåøåíèå: 

Ñõåìà âû÷èñëåíèé áóäåò èìåòü âèä: 

b a M c M MR× = + + .
Âûïîëíèâ âû÷èñëåíèÿ ïî ñõåìå è îêðóãëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ, ïîëó÷èì: 

1 72 3 58 5 63 5 63, , , , .⋅ + ≈

1.4.4.  Запись корней с помощью степени с дробным показателем

Åñëè a — ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (a  0), a
m
n  — äðîáíîå ÷èñëî, ãäå m — öåëîå 

÷èñëî, n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî: 

a a
m
n mn 1 1

m
n 0 0

m
n a an n

1

Íàïðèìåð, a a
2

3 23 ;  m
m

−
=

3

7

37

1
;  p p p

1

2 12 ;  4 4 2
1

2 ;  

25 25 5 5 5 5 5 5
2

3 23 2 23 43 33 3( ) ( ) ;  2
1

2

1

4

2

5

25 5

−
= = .
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Свойства степени с рациональным показателем
Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñòåïåíè ñ ëþáûì 

ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì. 
Åñëè a  0, òî äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p è q âåðíû ðàâåíñòâà: 

Ïðàâèëà Ïðèìåðû

ap  aq  ap q 2 2 2 2 2
1

4

3

4

1

4

3

4 1⋅ = = =
+

a a
a
a

ap q
p

q
p q: = = −

32 32 32 32 32 32 2
13

15

2

3

13

15

2

3

3

15

1

5 5: = = = = =
−

(ap)q  apq 16 16 16 2 2 8
1

5

15

4 1

5

15

4

3

4
4

3

4 3( ) = = = = =
⋅ ⋅

(ab)p  ap  bp à) ( )8 8 23 6
1

3

1

3
3

1

3
6

1

3 2a b a b ab= ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅

;

á) 4 8 4 8 32 2 2
1

5

1

5

1

5

1

5
5

1

5⋅ = ⋅ = = =
⋅

( ) ( )

a
b

a
b

p p

p

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = à) 

b
c

b

c

b
c

6

8

3

2
6

3

2

8
3

2

9

12

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =

⋅

⋅
;

á) 
625

5

625

5
125 5 5 25

2

3

2

3

2

3
2

3
3

2

3 2= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = = = =

⋅

a
b

b
a

p p
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−

( )5
1

5

1

5

1

25

2

3
2

3
23 3

−
= = =  

4

9

9

4

9

4

3

2

1

2

1

2⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =

−

П р и м е р  1 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåíè: 

à) a a a a
2

3

1

2

2

3

1

2

7

6⋅ = =
+

; ä) 
m
m

m m m
−

−
− − − − += = =

0 2

0 7
0 2 0 7 0 2 0 7 0 5

,

,
, ( , ) , , , ;

á) a a a a a a
1

4

1

2

3

8

1

4

1

2

3

8

2 4 3

8

3

8⋅ ⋅ = = =
− + −

+ −

; å) a a a
2

3

9

4 2

3

9

4

3

2( ) = =
⋅

;

â) x x x x x
x

1

5

2

3

1

5

2

3

3 10

15

7

15
7

15

1
: ;= = = =

−
−

−
æ) ( ) .,

,
n n n n

n
− − ⋅ −

⋅
⋅ −= = = =1 5

2

3
1 5

2

3

15 2

10 3 1 1

ã) y y y y y y
5

8

1

4

5

8

1

4
5

8

1

4

5 2
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П р и м е р  3 . Âû÷èñëèòü: 
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Преобразование выражений, содержащих степени с рациональным показателем

П р и м е р  1 . Ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå â âèäå ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì: 
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П р и м е р  2 . Ñîêðàòèòü äðîáü: 
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Возведение в рациональную степень числового неравенства
Åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíû, òî åãî ìîæ-

íî âîçâîäèòü â ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü. 
Åñëè r  0 è a  b  0, òî ar  br. 
Åñëè r  0 è a  b  0, òî ar  br. 
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1.4.5.  Понятие об иррациональном числе. Десятичные приближения 
иррациональных чисел. Действительные числа как бесконечные  
десятичные дроби

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî — ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè 

âèäà 
m
n

,  ãäå m — öåëîå ÷èñëî, n — íàòóðàëüíîå. 

Íàïðèìåð, 5
5

1
;  − =

−
2 3

23

10
, .

Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, êî-
íå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè. 

Íàïðèìåð, 
3

5
0 6, ;  

1

3
0 333, ...;  

13

11
1 181818, ...

Â ÷àñòíîì äðîáè 
1

3
 ïîâòîðÿåòñÿ îäíà è òà æå öèôðà 3, à â äðîáè 

13

11
 — öèô-

ðû 1 è 8. 
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Òàêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêèìè, à ïîâòîðÿþùèåñÿ öèô-
ðû — ïåðèîäîì. 

1

3
0 3,( )  — íóëü öåëûõ, òðè â ïåðèîäå; 

13

11
1 18,( )  — îäíà öåëàÿ, 18 â ïåðèîäå. 

×èñëà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ò. å. íå ÿâëÿþòñÿ íè öåëûìè, 

íè ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå äðîáè âèäà 
m
n

,  ãäå m — öåëîå ÷èñëî, à n — íàòó-

ðàëüíîå, íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. 
Ïðèìåðàìè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 2 1 41421356≈ <, ...;  

3 1 732, ...;  10 3 162, ...
Âîîáùå, åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, òî ÷èñëà 

n  è n  ÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè. 
Èððàöèîíàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî   3,14159…, êîòîðîå âûðàæàåò îò-

íîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó, è ÷èñëî 5,30300300030003… (êîëè÷å-
ñòâî íóëåé ìåæäó òðîéêàìè ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1). 

Âñå èððàöèîíàëüíûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îáðàçóþò ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Åãî îáîçíà÷àþò R. 

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ öåëûì, ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë — ýòî ÷àñòü 
ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, ò. å. ìíîæåñòâî N — ïîä-
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z (ïèøåòñÿ Z  N). 

Àíàëîãè÷íî Z  Q, Q  R (ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-
ñåë — ïîäìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ, ìíîæåñòâî ðà-
öèîíàëüíûõ — ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ). 

1.4.6.  Сравнение действительных чисел

Ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà ìîæíî ñðàâíèòü. 

П р и м е р  1 . Ñðàâíèòü ÷èñëà: à) 2  è 3;  á) 5 è 24;  â) 93  è –2. 
Ðåøåíèå: 

Äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ìîæíî ñðàâíèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì 
âîçâåäåíèÿ â ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà.

Åñëè r  0 è a  b  0, òî ar  br; 
åñëè r  0 è a  b  0, òî ar  br. 

à) 2 2
1

2  è 3 3
1

2,  2  3 è 
1

2
0,  òî 2 3

1

2

1

2  è 2 3;

á) 5 5 252
1

2

1

2( ) ,  24 24
1

2;  25 24
1

2

1

2,  ò. å. 5 24;

â) − = −9 93
1

3;  − = − = −2 2 83
1

3

1

3(( ) ) ( ) ,  íî –9  –8, 
1

3
0,   

òîãäà ( ) ( ) ,− < −9 8
1

3

1

3  ò. å. − < −9 23 .

Z
Q

R

N

Ðèñ. 1.3 
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Ñðàâíèòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà, çàïèñàííûõ â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿ-
òè÷íûõ äðîáåé, ìîæíî òàê æå, êàê è êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè: 3,1818181… 
è 3,191735…

×èñëà èìåþò îäèíàêîâûå öåëûå ÷àñòè, îäíî ÷èñëî äåñÿòûõ, à âòîðîå ÷èñëî 
èìååò áîëüøåå ÷èñëî ñîòûõ: 

3,181818…  3,191735…
Îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñðàâíèâàþò ïî ïðàâèëó ñðàâíåíèÿ îò-

ðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: 
–7,9193…  –7,9204…

П р и м е р  2 . Ñðàâíèòü ÷èñëà: à) 2  è 1,145; á) 2  è –1,4153; â) 3  è 1,1. 
Ðåøåíèå: 

à) Ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà íàõîäèì: 2 1 414213≈ , ...   

Òàê êàê 1,414213…  1,415, òî 2 1 415, ;

á) 2 1 41421 1 4153≈ <, ... , ,  ïîýòîìó − > −2 1 4153, ;

â) − <3 0,  à 1,1  0, ïîýòîìó − <3 1 1, .

1.5.  Измерения, приближения, оценки

1.5.1.  Единицы измерения длины, площади, объема, массы, времени, скорости

Единицы измерения длины
Îñíîâíàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ äëèíû — 1 ì. Äëèíà èçìåðÿåòñÿ â ñàíòèìå-

òðàõ (ñì), ìåòðàõ (ì), ìèëëèìåòðàõ (ìì), êèëîìåòðàõ (êì), äåöèìåòðàõ (äì). 

1 êì  1000 ì
1 ì  100 ñì
1 ì  10 äì
1 äì  10 ñì
1 ñì  10 ìì

1 ì  0,001 êì
1 ñì  0,01 ì
1 äì  0,1 ì
1 ñì  0,1 äì
1 ìì  0,1 ñì

П р и м е р  1 . Ïðåäñòàâèòü â ñàíòèìåòðàõ: à) 2,5 ì; á) 0,7 êì; â) 3,3 äì; ã) 2,7 ìì; 
ä) 0,03 ìì. 

Ðåøåíèå: 
à) 2,5 ì  2,5  100  250 ñì; 
á) 0,7 êì  0,7  1000  700 ì  700  100  70 000 ñì; 
â) 3,3 äì  3,3  10  33 ñì; 
ã) 2,7 ìì  2,7 : 10  0,27 ñì; 
ä) 0,03 ìì  0,03 : 10  0,003 ñì. 

Единицы измерения площади
Îñíîâíàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïëîùàäè — 1 ì2. Òàêæå ïëîùàäü èçìåðÿþò 

â ìèëëèìåòðàõ êâàäðàòíûõ (ìì2), ñàíòèìåòðàõ êâàäðàòíûõ (ñì2), ìåòðàõ êâà-
äðàòíûõ (ì2), êèëîìåòðàõ êâàäðàòíûõ (êì2). Çåìåëüíûå ó÷àñòêè ïðèíÿòî òàê æå 
èçìåðÿòü ãåêòàðàìè (ãà) è àðàìè (à). 
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1 êì2  1 000 000 ì2

1 ì2  10 000 ñì2

1 ñì2  100 ìì2

1 ì2  100 äì2

1 ì2  0,000001 êì2

1 ñì2  0,001 ì2

1 ìì2  0,001 ñì2

1 äì2  0,01 ì2

1 ãà  10 000 ì2 
1 à  100 ì2 
1 ãà  100 à
1 ãà  0,01 êì2 

П р и м е р  2 . Ïðåäñòàâèòü â ñàíòèìåòðàõ êâàäðàòíûõ: à) 3,02 ì2; á) 0,03 êì2; â) 5 äì2; 
ã) 7,2 ìì2; ä) 0,4 à. 

Ðåøåíèå: 
à) 3,02 ì2  3,02  10 000  30 200 ñì2; 
á) 0,03 êì2  0,03  1 000 000  30 000 ì2  30 000  10 000  300 000 000 ñì2; 
â) 5 äì2  5  100  500 ñì2; 
ã) 7,2 ìì2  7,2 : 100  0,072 ñì2; 
ä) 0,4 à  0,4  100  40 ì2  40  10 000  400 000 ñì2. 

Единицы измерения объема
Îñíîâíàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ îáúåìà — ìåòð êóáè÷åñêèé (ì3). Êðîìå òîãî, 

îáúåì èçìåðÿþò â ìèëëèìåòðàõ êóáè÷åñêèõ (ìì3), ñàíòèìåòðàõ êóáè÷åñêèõ 
(ñì3), êèëîìåòðàõ êóáè÷åñêèõ (êì3), äëÿ èçìåðåíèÿ îáúåìà æèäêîñòåé ïðèìåíÿ-
þò ëèòð  1 äì3, äåêàëèòð è ãåêòîëèòð. 

1 ì3  1 000 000 ñì3

1 äì3  1 ë  1000 ñì3

1 ñì3  1000 ìì3

1 êì3  1 000 000 000 ì3

1 äåêàëèòð  10 ë
1 ãåêòîëèòð  100 ë

П р и м е р  3 . Ïðåäñòàâèòü â ñì3: à) 0,03 ì3; á) 2 ìì3; â) 5,3 äì3; ã) 0,5 ë. 
Ðåøåíèå: 

à)  0,03 ì3  0,03  1 000 000  30 000 ñì3; 
á) 2 ìì3  2 : 1000  0,002 ñì3; 
â) 5,3 äì3  5,3  1000  5 300 ñì3; 
ã) 0,5 ë  0,5 äì3  0,5  1000  500 ñì3. 

Единицы измерения массы
Îñíîâíîé åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ìàññû ÿâëÿåòñÿ ãðàìì (ã), îäíàêî ìàññà ìî-

æåò èçìåðÿòüñÿ è â êèëîãðàììàõ (êã), ìèëëèãðàììàõ (ìã), öåíòíåðàõ (ö) è òîí-
íàõ (ò). 

1 ã  1000 ìã
1 êã  1000 ã
1 ö  100 êã
1 ò  1000 êã

1 ìã  0,001 ã
1 ã  0,001 êã
1 êã  0,01 ö
1 êã  0,001 ò

1 ò  10 ö
1 ö  0,1 ò

П р и м е р  4 . Ïðåäñòàâèòü â ãðàììàõ: à) 2,7 êã; á) 0,003 êã; â) 29 ìã; ã) 0,7 ö;  
ä) 3 ò 2 ö 1 êã. 

Ðåøåíèå: 
à) 2,7 êã  2,7  1000  2 700 ã;
á) 0,003 êã  0,003  1000  3 ã; 
â) 29 ìã  29 : 1000  0,029 ã; 
ã) 0,7 ö  0,7  100  700 êã  700  1000  700 000 ã; 
ä) 3 ò 2 ö 1 êã  3  1000  2  100  1  3 201 êã  3 201  1000 3 201 000 ã. 
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Единицы измерения времени
Îñíîâíîé åäèíèöåé èçìåðåíèÿ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñåêóíäà (ñ). Òàêæå åäèíè-

öàìè èçìåðåíèÿ âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ìèíóòà, ÷àñ, ñóòêè; íåäåëÿ, ìåñÿö, ãîä; âåê, 
òûñÿ÷åëåòèå. 

1 ìèí  60 ñ
1 ÷  60 ìèí  3 600 ñ
1 ñóòêè  24 ÷  1440 ìèí  86 400 ñ

1
1

60

1

3 600
ñ ìèí ÷

1 ìèí ÷
1

60

П р и м е р  5 . Âûðàçèòü â ñåêóíäàõ: à) 3 ìèí 2 ñ; á) 1 ÷ 5 ìèí 7 ñ. Âûðàçèòü â ìèíó-
òàõ: â) 27 ñ; ã) 4 ÷ 3 ìèí 8 ñ. Âûðàçèòü â ÷àñàõ: ä) 48 ìèí 30 ñ. 

Ðåøåíèå: 
à) 3 ìèí 2 ñ  3  60  2  180  2  182 ñ; 
á) 1 ÷ 5 ìèí 7 ñ  1  3 600  5  60  7  3 907 ñ; 

â) 27 ñ ìèí ìèí;
27

60

9

20

ã) 4 ÷ 3 ìèí ñ ìèí ìèí ìèí ìèí8 4 60 3
8

60
243

2

15
243

2

15
= ⋅ + + = + = ;

ä) 48 ìèí ñ ÷ ÷ ÷.30
48

60

30

3 600

48

60

1

120

96

120

1

120

97

120
= + = + = + =

Единицы измерения скорости
Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè èñïîëüçóþò ìåòðû â ñåêóíäó (ì/ñ), êèëîìåòðû â ÷àñ 

(êì/÷), ðåæå êèëîìåòðû â ñåêóíäó (êì/ñ).
Äëÿ ïåðåâîäà êì/÷ â ì/ñ è îáðàòíî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî 1 êì  1000 ì è 1 ÷ 

 60 ñ. 

П р и м е р  6 . Ïåðåâåñòè: à) 72 êì/÷ â ìåòðû â ñåêóíäó; á) 3 ì/ñ â êèëîìåòðû â ÷àñ. 
Ðåøåíèå: 

à) 72 êì/÷
êì

÷

ì

ñ
ì/ñ;= =

⋅
=

72

1

72 1000

3 600
20

á) 3 3
3

1000

1

3 600

3 3 600

1000
10 8ì/ñ ì : 1 ñ êì : ÷ êì/÷ êì/÷.= = =

⋅
= ,

1.5.2.  Размеры объектов окружающего мира (от элементарных частиц 
до  Вселенной), длительность процессов в  окружающем мире

Îáúåêòû îêðóæàþùåãî ìèðà ðàçëè÷íû: îíè áåñêîíå÷íî ìàëû, êàê ýëåìåíòàð-
íûå ÷àñòèöû, èëè áåñêîíå÷íî âåëèêè, êàê ïëàíåòû. Óêàçûâàòü ðàçìåðû ýòèõ 
îáúåêòîâ ïðîùå âñåãî â âèäå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â ñòàíäàðòíîì âèäå. 

Íàïðèìåð, èçâåñòíîå ÷èñëî Àâîãàäðî ðàâíî 6,02  1023 ìîëü–1; êîëè÷å-
ñòâî ìîëåêóë â 1 ã âîäû ðàâíî 3,3  1022; ìàññà îäíîé ìîëåêóëû âîäû ðàâíà  
2,99  10–23 ã. 

Ýòè ÷èñëà çàïèñàíû â ñòàíäàðòíîì âèäå. 
Ñòàíäàðòíûé âèä ÷èñëà — ýòî çàïèñü â âèäå a  10n, ãäå 1  a  10, n — öåëîå 

÷èñëî. ×èñëî n — ïîðÿäîê ÷èñëà. 
Íàïðèìåð, îáúåì Çåìëè ðàâåí 1,083  1012 êì3, åå ìàññà — 5,976  1024 êã. 
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П р и м е р  1 . Ïðåäñòàâèòü â ñòàíäàðòíîì âèäå ÷èñëà:  
à) 3 900 000 000; á) 0,00000000039. 

Ðåøåíèå: 
à) ×èñëî â ñòàíäàðòíîì âèäå èìååò âèä a  10n, ãäå a äîëæíî áûòü â ïðåäåëàõ îò 

1 äî 10, ïîýòîìó çàïÿòóþ, êîòîðàÿ óñëîâíî íàõîäèòñÿ â êîíöå ÷èñëà, ïåðå-
íåñåì íà 9 çíàêîâ âëåâî è, ÷òîáû ÷èñëî îñòàëîñü íåèçìåííûì, óìíîæèòü åãî 
íà 109: 3 900 000 000  3,9  109. 

á) Àíàëîãè÷íî 0,000000000039  3,9  10–11. 
П р и м е р  2 . Ìèðîâûì îêåàíîì çàíÿòî 361 100 000 êì2 ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Âûðà-
çèòü ýòî ÷èñëî â ñòàíäàðòíîì âèäå. 

Ðåøåíèå: 
361 100 000 êì2  3,611  108 êì2. 

1.5.3.  Представление зависимости между величинами в  виде формул

Çàïèñü êàêîãî-ëèáî ïðàâèëà ñ ïîìîùüþ áóêâ, öèôð è ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàêîâ 
íàçûâàþò ôîðìóëîé. 

Íàïðèìåð, çàïèøåì ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ïóòè ïî ñêîðîñòè è âðåìåíè äâèæå-
íèÿ â áóêâåííîì âèäå. 

Ïóñòü s — ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì, ñêîðîñòü îáîçíà÷èì v, âðåìÿ — t. Ïîëó-
÷èì ôîðìóëó: s  vt — ýòî ôîðìóëà ïóòè. 

Ïðèìåðû ôîðìóë: 
P  4a — ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ïåðèìåòðà êâàäðàòà P, åñëè åãî ñòîðîíà ðàâíà a; 
S  a2 — ôîðìóëà íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè êâàäðàòà S, åñëè åãî ñòîðîíà ðàâíà a; 
C  pm — ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè òîâàðà C, åñëè ïðèîáðåòàåòñÿ m êèëî-
ãðàììîâ òîâàðà ïî p ðóáëåé çà êèëîãðàìì. 

Вычисления по формулам
П р и м е р  1 . Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå â ôîðìóëå s  vt ó÷àñòâóþò òðè ÷èñ-
ëà, îáîçíà÷åííûå áóêâàìè. Åñëè èçâåñòíî äâà èç íèõ, òî ìîæíî íàéòè òðåòüå. 

s  vt; v  75 êì/÷; t  4 ÷; s  75 êì/÷  4 ÷  300 êì; 

t
s
v

;  s  800 êì; v  80 êì/÷; t
800

10
êì

80 êì/÷
÷;

v
s
t
;  s  16 êì; t  4 ÷; v

16 êì

4 ÷
êì/÷.4

П р и м е р  2 . Èç ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà S
ah
2

 âûðàçèòü âûñîòó h. 

Ðåøåíèå: 

S
ah
2

 èëè 
ah

S
2

;  ah  2S; h
S
a
2

.

П р и м е р  3 . Èç ôîðìóëû ìîùíîñòè P  I2R âûðàçèòü ñèëó òîêà I. Âñå âåëè÷èíû 
ïîëîæèòåëüíûå. 

Ðåøåíèå: 

P  I2R; I2R  P, òîãäà I
P
R

2  è I
P
R

.
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П р и м е р  4 . Èç ôîðìóëû ïîëóïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà p
a b c

=
+ +

2
 è ôîðìóëû 

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà S  pr âûðàçèòü ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà a ÷åðåç âåëè÷èíû 
b, c, r è S. 

Ðåøåíèå: 

p
a b c

=
+ +

2
 èëè 

a b c
p

+ +
=

2
;  òîãäà a  b  c  2p; a  2p – b – c. Íî S  pr 

èëè pr  S, p
S
r

. Ïîëó÷èì: a p b c
S
r

b c= − − = − −2
2

.

1.5.4.  Проценты. Нахождение процента от величины и  величины по ее проценту

Ïðîöåíò — ýòî îäíà ñîòàÿ ÷àñòü ÷èñëà: 1
1

100
% .

П р и м е р  1 . Âûðàçèòü ïðîöåíòû â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè èëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà: 
à) 2 %; á) 27 %; â) 0,07 %; ã) 120 %; ä) 500 %. 

Ðåøåíèå: 

à) 2
2

100
0 02% , ; ã) 120

120

100
1 2% , ;

á) 27
27

100
0 27% , ; ä) 500

500

100
5% .

â) 0 07
0 07

100

7

10 000
0 0007, %

,
, ;

×òîáû çàïèñàòü ïðîöåíòû â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè èëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, 
íóæíî ÷èñëî, êîòîðîå ñòîèò ïåðåä çíàêîì %, ïîäåëèòü íà 100. 

П р и м е р  2 . Âûðàçèòü ÷èñëî â ïðîöåíòàõ: à) 0,17; á) 0,09; â) 0,005; ã) 3,5; ä) 7. 
Ðåøåíèå: 

à) 0 17
17

100
17, %; ã) 3 5

35

10

350

100
350, %;

á) 0 09
9

100
9, %; ä) 7

7

1

700

100
700 %.

â) 0 005
5

1000

0 5

100
0 5,

,
, %;

×òîáû âûðàçèòü ÷èñëî â ïðîöåíòàõ, åãî íóæíî óìíîæèòü íà 100 %. Íàïðèìåð, 
0,23  0,23  100 %  23 %;

0,0077  0,0077  100 %  0,77 %; 
9,7  9,7  100 %  970 %. 

Связь между простейшими значениями процентов и соответствующими дробями

100 % — öåëîå (1); 75 % — òðè ÷åòâåðòè 
3

4

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  

50 % — ïîëîâèíà 
1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  20 % — ïÿòàÿ ÷àñòü 

1

5

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  
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25 % — ÷åòâåðòü 
1

4

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  40 % — äâå ïÿòûõ ÷àñòè 

2

5

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ . 

a — 100 % 2a — 200 % 
1

2
a — 50 %

Óâåëè÷èòü ÷òî-ëèáî âäâîå — òî æå ñàìîå, ÷òî óâåëè÷èòü íà 100 %. 
Óìåíüøèòü ÷òî-ëèáî âäâîå — òî æå ñàìîå, ÷òî óìåíüøèòü íà 50 %. 

Нахождение процента от величины

П р и м е р  3 . Ñàõàðíàÿ ñâåêëà ñîäåðæèò 14 % ñàõàðà. Ñêîëüêî ñàõàðà ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç 300 êã ñâåêëû? 

Ðåøåíèå: 
I ñïîñîá. 

1) 300 êã : 100  3 (êã) — ýòî 1 %; 
2) 3  14  42 (êã) — ýòî 14 %. 

II ñïîñîá. 
1) 14 %  0,14; 
2) 300  0,14  42 (êã). 

Îòâåò: 42 êã. 

×òîáû íàéòè ïðîöåíòû îò âåëè÷èíû, íóæíî ïðåäñòàâèòü ïðîöåíòû â âèäå 
äðîáè è óìíîæèòü ÷èñëî íà ýòó äðîáü. 

Нахождение величины по ее проценту
×òîáû íàéòè âåëè÷èíó ïî åå ïðîöåíòàì, íóæíî ïðåäñòàâèòü ïðîöåíòû â âèäå 

äðîáè è ðàçäåëèòü çíà÷åíèå íà ýòó äðîáü.

П р и м е р  4 . Ðóäà ñîäåðæèò 56 % æåëåçà. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïåðåðàáîòàòü ðóäû, 
÷òîáû ïîëó÷èòü 140 ò æåëåçà? 

Ðåøåíèå: 
I ñïîñîá. 

1) 140 ò : 56  2,5 (ò) — íàøëè 1 %; 
2) 2,5  100  250 (ò) — ýòî 100 %. 

II ñïîñîá. 
1) 56 %  0,56; 
2) 140 : 0,56  250 (ò). 

Îòâåò: 250 ò. 

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå ýòèõ ïðàâèë. 

П р и м е р  5 . Ñáåðåãàòåëüíûé áàíê íà÷èñëÿåò íà ñðî÷íûé âêëàä 12 % ãîäîâûõ. 
Âêëàä÷èê ïîëîæèë íà ñ÷åò 9 000 ðóáëåé. Ñêîëüêî ðóáëåé áóäåò íà ýòîì ñ÷åòå 
÷åðåç ãîä, åñëè íèêàêèõ îïåðàöèé ñî ñ÷åòîì ïðîèçâîäèòüñÿ íå áóäåò? 

Ðåøåíèå: 
Åñëè áàíê íà÷èñëÿåò íà ñðî÷íûé âêëàä 12 % ãîäîâûõ, òî â êîíöå ãîäà âêëàä-

÷èê ïîëó÷èò íå 100 % ñâîåãî âêëàäà, à 100  12  112 % ñâîåãî âêëàäà. 
Íóæíî íàéòè 112 % îò 9 000 ðóáëåé, ò. å. ýòî çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ïðîöåí-

òîâ îò âåëè÷èíû. 
1) 112 %  1,12;
2) 9 000  1,12  10 080 (ðóá.). 
Îòâåò: 10 080 ðóáëåé. 
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П р и м е р  6 . Òîâàð íà ðàñïðîäàæå óöåíèëè íà 25 %, ïðè ýòîì îí ñòàë ñòîèòü 
900 ðóá ëåé. Ñêîëüêî ðóáëåé ñòîèë òîâàð äî ðàñïðîäàæè? 

Ðåøåíèå: 
Ñòîèìîñòü òîâàðà äî óöåíêè ñîñòàâëÿëà 100 %, åãî óöåíèëè íà 25 %, ò. å. 

òåïåðü îí ñòîèò: 100 – 25  75 % îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû, à ýòî ïî óñëîâèþ 
900 ðóáëåé. Çíà÷èò, ýòî çàäà÷à íà íàõîæäåíèå âåëè÷èíû ïî åå ïðîöåíòàì. 
1) 75 %  0,75; 
2) 900 : 0,75  1200 (ðóá.). 
Îòâåò: 1200 ðóáëåé. 
П р и м е р  7 . Â ïîíåäåëüíèê òîâàð ïîñòóïèë â ïðîäàæó ïî öåíå 1300 ðóá. Â ñîîòâåòñòâèè 
ñ ïðèíÿòûìè â ìàãàçèíå ïðàâèëàìè, öåíà òîâàðà â òå÷åíèå íåäåëè îñòàåòñÿ íåèçìåí-
íîé, à â ïåðâûé äåíü êàæäîé ñëåäóþùåé íåäåëè ñíèæàåòñÿ íà 20 % îò ïðåäûäóùåé öå-
íû. Ñêîëüêî áóäåò ñòîèòü òîâàð íà ñåìíàäöàòûé äåíü ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ â ïðîäàæó? 

Ðåøåíèå: 
Â òå÷åíèå ïåðâûõ ñåìè äíåé öåíà òîâàðà ñîñòàâëÿëà 100 % èëè 1300 ðóáëåé. 

Íà âîñüìîé äåíü ïðîèçâåëè óöåíêó íà 20 %, è ýòî ñîñòàâèëî: 100 – 20  80 % 
îò ïåðâîíà÷àëüíîé ñòîèìîñòè. 
1) 80 %  0,8; 
2) 1300  0,8  1040 (ðóá.). 

Íà÷èíàÿ ñ âîñüìîãî äíÿ è åùå íåäåëþ öåíà òîâàðà ñîñòàâëÿëà 1040 ðóáëåé, 
è ýòî òåïåðü 100 %. ×åðåç íåäåëþ ñíîâà ïðîøëà óöåíêà íà 20 %, è òîâàð ñòàë 
ñòîèòü 80 % îò 1040 ðóáëåé. 
3) 1040  0,8  832 (ðóá.). 

Íà ïÿòíàäöàòûé äåíü öåíà òîâàðà ñîñòàâëÿëà 832 ðóáëÿ, åùå ñåìü äíåé öåíà íå 
ìåíÿëàñü, ïîýòîìó íà ñåìíàäöàòûé äåíü öåíà òîâàðà âñå åùå ñîñòàâèò 832 ðóáëÿ. 
Îòâåò: 832 ðóáëÿ. 
П р и м е р  8 . Ñâåæèé ãðèá ñîäåðæèò 90 % âîäû, à ñóøåíûé — 12 %. Ñêîëüêî ñóøå-
íûõ ãðèáîâ ïîëó÷èòñÿ èç 22 êã ñâåæèõ? 

Ðåøåíèå: 
Ñâåæèé ãðèá ñîäåðæèò 90 % âîäû, çíà÷èò, ÷èñòûõ ãðèáîâ â íåì: 100 – 90  10 %. 

1) 10 %  0,1; 
2) 22  0,1  2,2 (êã) — ÷èñòîãî ãðèáà. 

Íî ñóøåíûå ãðèáû âñå æå ñîäåðæàò âîäó â êîëè÷åñòâå 12 %, ò. å. ÷èñòûõ 
ãðèáîâ â íèõ: 100 – 12  88 %, ÷òî ñîñòàâëÿåò 2,2 êã. Ïîëó÷èì çàäà÷ó íà íà-
õîæäåíèå âåëè÷èíû ïî åå ïðîöåíòó. 
3) 88 %  0,88; 
4) 2,2 : 0,88  2,5 (êã). 
Îòâåò: èç 22 êã ñâåæèõ ãðèáîâ ïîëó÷èòñÿ 2,5 êã ñóøåíûõ. 
П р и м е р  9 . Â ïåðèîä ðàñïðîäàæè ìàãàçèí ñíèæàë öåíó äâàæäû: â ïåðâûé ðàç íà 
40 %, âî âòîðîé — íà 10 %. Ñêîëüêî ñòîèë ÷àéíèê äî ðàñïðîäàæè, åñëè ïîñëå 
âòîðîãî ñíèæåíèÿ öåíû åãî öåíà ñîñòàâëÿåò 648 ðóáëåé? 

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåì íà÷àëüíóþ öåíó ÷àéíèêà çà 100 %, ïåðâûé ðàç öåíó ñíèçèëè íà 

40 %, è åãî öåíà ñîñòàâèëà 60 % îò ïåðâîíà÷àëüíîé. Âòîðîé ðàç öåíó ñíèçèëè 
íà 10 %, è åãî öåíà ñîñòàâèëà 90 %, íî íå îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû, à îò 60 % 
ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû, ò. å. (10 %  0,1) 60 %  0,9  54 % îò ïåðâîíà÷àëüíîé 
öåíû. À ïî óñëîâèþ ýòî 648 ðóáëåé. 
1) 54 %  0,54; 2) 648 : 0,54  1200 (ðóá.). 
Îòâåò: 1200 ðóáëåé. 
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1.5.5.  Отношение, выражение отношения в  процентах

×àñòíîå äâóõ ÷èñåë íàçûâàþò îòíîøåíèåì. 
Îòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå âòîðîãî èëè êà-

êóþ ÷àñòü ïåðâîå ÷èñëî ñîñòàâëÿåò îò âòîðîãî. 

П р и м е р  1 . Òóðèñò ïðîøåë 9 êì, à äëèíà âñåãî ìàðøðóòà 21 êì. Êàêóþ ÷àñòü ïóòè 
ïðîøåë òóðèñò? 

Ðåøåíèå: 

Íàéäåì îòíîøåíèå 9 21
9

21

3

7
: .

Îòâåò: 
3

7
 âñåãî ïóòè. 

Îòíîøåíèå íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî ÷ëåíû óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî 
è òî æå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ. 

Ýòî ïðàâèëî íàçûâàþò îñíîâíûì ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ. 

П р и м е р  2 . Çàìåíèòü îòíîøåíèå äðîáíûõ ÷èñåë îòíîøåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

à) 
1 5

2 5

,

,
;  á) 

2

3

5

9
: ;  â) 1

1

2
0 75: , .

Ðåøåíèå: 

à) 
1 5

2 5

1 5 10

2 5 10

15

25

3

5
3 5

,

,

,

,
: ;=

⋅
⋅

= = =  

á) 
2

3

5

9

2

3
9

5

9
9 6 5: : : ;= ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =  

â) 1
1

2
0 75

3

2
0 75

3

2
4 0 75 4 6 3 6 3 3: , : ( , ) : ( , ) : ( : ) : ( := ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ = = 33 2 1) : .=

Ïðîöåíòíîå îòíîøåíèå äâóõ ÷èñåë — ýòî èõ îòíîøåíèå, âûðàæåííîå â ïðî-
öåíòàõ. 

Ïðîöåíòíîå îòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îäíî ÷èñëî ñîñòàâëÿåò 
îò äðóãîãî. 

Íàïðèìåð, åñëè â êëàññå ó÷èòñÿ 15 äåâî÷åê è 20 ìàëü÷èêîâ, òî ïðîöåíò-
íîå îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà äåâî÷åê ê êîëè÷åñòâó ìàëü÷èêîâ áóäåò ðàâíî: 
15

20
100 75⋅ =% %.

Ýòî ÷èñëî ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî äåâî÷åê ñîñòàâëÿåò 75 % îò êîëè÷åñòâà 
ìàëü÷èêîâ. 

×òîáû íàéòè ïðîöåíòíîå îòíîøåíèå äâóõ ÷èñåë, íóæíî èõ îòíîøåíèå óìíî-
æèòü íà 100 è ê ðåçóëüòàòó ïðèïèñàòü çíàê ïðîöåíòà. 

П р и м е р  3 . Ñòîèìîñòü òîâàðà âûðîñëà ñî 120 ðóáëåé äî 150 ðóáëåé. Íà ñêîëüêî 
ïðîöåíòîâ óâåëè÷èëàñü öåíà òîâàðà? 

Ðåøåíèå: 

Íîâàÿ öåíà ñîñòàâëÿåò 
150

120
100 125⋅ =% %,  çíà÷èò, öåíà âûðîñëà íà:

125 % – 100 %  25 %. 
Îòâåò: 25 %. 
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Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû íà îòíîøåíèÿ è îòíîøåíèÿ â ïðîöåíòàõ. 

П р и м е р  4 . Íà ïîñò ïðåäñåäàòåëÿ øêîëüíîãî ñîâåòà ïðåòåíäîâàëî äâà êàíäèäàòà. 
Â ãîëîñîâàíèè ïðèíÿëî ó÷àñòèå 168 ÷åëîâåê. Ãîëîñà ìåæäó êàíäèäàòàìè ðàñ-
ïðåäåëèëèñü â îòíîøåíèè 3 : 4. Ñêîëüêî ãîëîñîâ ïîëó÷èë ïîáåäèòåëü? 

Ðåøåíèå: 
Ãîëîñà 168 ÷åëîâåê, ïðèíÿâøèõ ó÷àñòèå â ãîëîñîâàíèè, ðàñïðåäåëèëèñü â îò-

íîøåíèè 3 : 4, ò. å. ýòè ãîëîñà ðàçäåëèëè íà 3  4  7 ÷àñòåé è áîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî, ò. å. 4 ÷àñòè ïîëó÷èë ïîáåäèòåëü:

168

3 4
4

168

7
4 96

+
⋅ = ⋅ = .

Îòâåò: 96 ãîëîñîâ. 
П р и м е р  5 . Òåñò ïî ìàòåìàòèêå ñîäåðæèò 36 çàäàíèé, èõ êîòîðûõ 21 çàäàíèå ïî 
àëãåáðå, îñòàëüíûå — ïî ãåîìåòðèè. Â êàêîì îòíîøåíèè ñîäåðæàòñÿ â òåñòå àë-
ãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå çàäàíèÿ? 

Ðåøåíèå: 
Â òåñòå ñîäåðæèòñÿ: 36 – 21  15 çàäàíèé ïî ãåîìåòðèè. Îòíîøåíèå àëãåáðà-

è÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò: 
21

15

7

5
7 5: .

Îòâåò: 7 : 5. 
П р и м е р  6 . Äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îòâàðà èç ëåêàðñòâåííûõ òðàâ âçÿëè öâåòêè øàë-
ôåÿ è ðîìàøêè â îòíîøåíèè 5 : 6. Êàêîé ïðèáëèçèòåëüíî ïðîöåíò â ýòîé ñìåñè 
ñîñòàâëÿþò öâåòêè øàëôåÿ? 

Ðåøåíèå: 
Îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé â ñáîðå: 5  6  11, òîãäà ïðîöåíò øàëôåÿ ïðèáëè-

çèòåëüíî ñîñòàâèò:
6

11
100 54 54 55⋅ ≈ ≈% , % %.  

Îòâåò: 55 %. 
П р и м е р  7 . Ðåñòîðàí áûñòðîãî ïèòàíèÿ â ðåêëàìíûõ öåëÿõ ñíèçèë öåíó íà êîì-
ïëåêñíûé îáåä íà 20 %, çàòåì ïîäíÿë åå íà 30 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïîä-
íÿëàñü ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà êîìïëåêñíîãî îáåäà? 

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåì ïåðâîíà÷àëüíóþ öåíó êîìïëåêñíîãî îáåäà çà 100 %, åå ñíèçèëè íà 

20 % è îíà ñîñòàâèëà 80 %. Ïîñëå òîãî êàê öåíó ïîäíÿëè íà 30 %, îíà ñîñòàâè-
ëà 130 % (130 %  1,3) îò 80 % ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû, ò. å. 80 %  1,3  104 % 
îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà âîçðîñëà íà:  
104 – 100  4 %. 
Îòâåò: íà 4 %. 
П р и м е р  8 . Öåíà òîâàðà âûðîñëà íà 25 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ åå íóæíî ñíè-
çèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà÷àëüíóþ öåíó? 

Ðåøåíèå: 
Çàäà÷è ¹ 7 è ¹ 8 ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ. 
Ïóñòü x — íà÷àëüíàÿ öåíà òîâàðà. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ åå íà 25 % öåíà òîâàðà 

ñîñòàâèëà 125 %  1,25, ò. å. 1,25x. ×òîáû ïîëó÷èòü ïåðâîíà÷àëüíóþ öåíó òîâà-
ðà, íóæíî ïîâûøåííóþ öåíó ñíèçèòü íà: 

1 25

1 25
100

0 25

1 25
100 20

,

,
%

,

,
% %.

x x
x
−

⋅ = ⋅ =

Îòâåò: 20 %. 
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1.5.6.  Пропорция. Пропорциональная и  обратно пропорциональная зависимость

Ðàâåíñòâî äâóõ îòíîøåíèé íàçûâàþò ïðîïîðöèåé.

Çàïèñûâàþò: a : b  c : d èëè 
a
b

c
d

.

×èòàþò: «Îòíîøåíèå a ê b ðàâíî îòíîøåíèþ c ê d».

Â ïðîïîðöèè 
a
b

c
d

 èëè a : b  c : d ÷èñëà a è d — êðàéíèå ÷ëåíû, b è c — 

ñðåäíèå ÷ëåíû ïðîïîðöèè. 

ñðåäíèå ÷ëåíû ñðåäíèå ÷ëåíû

a : b  c : d a
b

c
d

êðàéíèå ÷ëåíû êðàéíèå ÷ëåíû

Â ïðîïîðöèè 36 : 9  12 : 3 ÷èñëà 36 è 3 — êðàéíèå ÷ëåíû, à 9 è 12 — ñðåäíèå 
÷ëåíû ïðîïîðöèè. 

Â âåðíîé ïðîïîðöèè ïðîèçâåäåíèå êðàéíèõ ÷ëåíîâ ïðîïîðöèè ðàâíî ïðîèç-
âåäåíèþ ñðåäíèõ ÷ëåíîâ. 

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ïðî-
ïîðöèè: 

Åñëè ïðîèçâåäåíèå êðàéíèõ ÷ëåíîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ ÷ëåíîâ, òî 
ïðîïîðöèÿ âåðíà. 

Ïðîïîðöèÿ 36 : 9  12 : 3 âåðíà, ïîñêîëüêó: 36  3  9  12. 
Åñëè â âåðíîé ïðîïîðöèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñðåäíèå èëè êðàéíèå ÷ëåíû, òî 

ïîëó÷èâøèåñÿ ïðîïîðöèè òàêæå áóäóò âåðíû. 
6 : 5  36 : 30 — âåðíàÿ ïðîïîðöèÿ; ïðîïîðöèè 30 : 5  36 : 6 è 6 : 36  5 : 30 

òîæå âåðíû. 

Основные типы задач, которые решаются с помощью пропорций

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
3

4
1

1

5
1

1

3
: : .x

Ðåøåíèå: 
Èñïîëüçóåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèè è ïðèðàâíÿåì ïðîèçâåäåíèÿ ñðåä-

íèõ è êðàéíèõ ÷ëåíîâ ïðîïîðöèè: 

1
1

5

3

4
1

1

3
⋅ = ⋅x ;  

6

5

3

4

4

3
x = ⋅ ;  

6

5
1x ;  x 1

6

5
: ;  x

5

6
.  

Îòâåò: 
5

6
.

П р и м е р  2 . Çà 7 ÷ â áàññåéí íàëèëîñü 224 ë âîäû. Çà êàêîå âðåìÿ â íåãî íàëüåòñÿ 
288 ë âîäû? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — âðåìÿ, çà êîòîðîå â áàññåéí íàëüåòñÿ 288 ë âîäû. 

Îáúåì âîäû (ë)   Âðåìÿ (÷) 
224 ë — 7 ÷
288 ë — x ÷
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Îòíîøåíèÿ 
224

7
 è 

288

x
 ðàâíû, ïîñêîëüêó ïîêàçûâàþò ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ 

âîäû â áàññåéí. 
224

7

288

x
;  x =

⋅
=

7 288

224
9.

Îòâåò: çà 9 ÷. 
П р и м е р  3 . (Íàõîæäåíèå ïðîöåíòîâ îò ÷èñëà.) Â ñàäó ðîñëî 324 äåðåâà, èç êîòî-
ðûõ 25 % ñîñòàâëÿþò ÿáëîíè. Ñêîëüêî ÿáëîíü â ñàäó? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — èñêîìîå êîëè÷åñòâî ÿáëîíü. 

Äåðåâüÿ   Ïðîöåíòû
324 — 100 %

x — 25 %

Îòíîøåíèÿ 
324

100
 è 

x
25

 ðàâíû, ïîñêîëüêó êàæäîå ñîñòàâëÿåò 100 %. 

324

100 25

x
;  x =

⋅
=

324 25

100
81.

Îòâåò: 81 äåðåâî. 

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðîïîðöèé — ýòî åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ 
íà ïðîöåíòû. 

П р и м е р  4 . (Íàõîæäåíèå ÷èñëà ïî åãî ïðîöåíòó.) Çà ïåðâûé ÷àñ àâòîìîáèëü ïðî-
åõàë 70 êì, ÷òî ñîñòàâèëî 14 % âñåãî ïóòè. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ñîñòàâëÿåò âåñü 
ïóòü? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — ýòî âåñü ïóòü, òîãäà: 

Ðàññòîÿíèå   Ïðîöåíòû
x — 100 %

70 — 14 %

x
100

70

14
;  x =

⋅
=

100 70

14
500.

Îòâåò: 500 êì. 
П р и м е р  5 . (Íàõîæäåíèå ïðîöåíòíîãî îòíîøåíèÿ.) Â 85 êã æåëåçíîé ðóäû ñîäåð-
æèòñÿ 51 ò æåëåçà. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ æåëåçà ñîäåðæèòñÿ â æåëåçíîé ðóäå? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå æåëåçà â ðóäå, òîãäà: 

85 êã — 100 %; 51 êã — x %.

Ñîñòàâèì ïðîïîðöèþ: 
85

51

100

x
;  x =

⋅
=

51 100

85
60.  

Îòâåò: 60 %. 

Ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèé ëåãêî ðåøàþòñÿ çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèé 
ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáà. 

П р и м е р  6 . Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè íà êàðòå ñîñòàâëÿåò 17 ñì. Íàéòè ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè íà ìåñòíîñòè, åñëè ìàñøòàá êàðòû — 1 : 300 000. 

Ðåøåíèå: 
Ìàñøòàá 1 : 300 000 îçíà÷àåò, ÷òî îäíîìó ñàíòèìåòðó íà êàðòå ñîîòâåòñòâóåò 

300 000 ñì íà ìåñòíîñòè.
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Íà êàðòå   Íà ìåñòíîñòè
1 — 300 000

17 — x

Ñîñòàâèì ïðîïîðöèþ: 
1

17

300 000

x
;  

x  30 000  17  5 100 000 ñì. 
5 100 000 ñì  51 000 ì  51 êì. 

Îòâåò: 51 êì. 

Прямая и обратная пропорциональная зависимость 
Äâå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûìè, åñëè ïðè óâåëè÷åíèè 

(óìåíüøåíèè) îäíîé èç íèõ â íåñêîëüêî ðàç äðóãàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøàåò-
ñÿ) âî ñòîëüêî æå ðàç. 

П р и м е р  7 . ×òîáû âûïå÷ü 600 êã õëåáà, íåîáõîäèìî 435 êã ìóêè. Ñêîëüêî íåîáõî-
äèìî ìóêè, ÷òîáû èñïå÷ü 1600 êã õëåáà òîãî æå ñîðòà? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü íåîáõîäèìî x êã ìóêè. Çàïèøåì óñëîâèå â âèäå ñõåìû: 

Õëåá   Ìóêà
600 êã — 435 êã

1600 êã — x êã
Ìàññà õëåáà è ìàññà ìóêè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. ê. âî ñêîëüêî ðàç áîëü-

øå âîçüìåì ìóêè, âî ñòîëüêî æå ðàç áîëüøå ïîëó÷èì õëåáà. 
Ñîñòàâèì ïðîïîðöèþ:

600

1600

435

x
;  x =

⋅
=

1600 435

600
1160.  

Îòâåò: 1160 êã. 

Äâå âåëè÷èíû íàçûâàþò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè, åñëè ïðè óâåëè÷åíèè 
(óìåíüøåíèè) îäíîé èç íèõ â íåñêîëüêî ðàç äðóãàÿ óìåíüøàåòñÿ (óâåëè÷èâàåò-
ñÿ) âî ñòîëüêî æå ðàç. 

П р и м е р  8 . Äëÿ ïåðåâîçêè ãðóçà íåîáõîäèìî 20 ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 
3,6 ò. Ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 4,5 ò, ÷òîáû ïåðå-
âåñòè ýòîò ãðóç?

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü äëÿ ïåðåâîçêè ãðóçà ïîòðåáóåòñÿ x ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 4,5 ò. 

Êîëè÷åñòâî ñàìîñâàëîâ è ãðóçîïîäúåìíîñòü ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíûìè, ïîñêîëüêó ïðè óâåëè÷åíèè â íåñêîëüêî ðàç ãðóçîïîäúåìíîñòè  
ñàìîñâàëà êîëè÷åñòâî ìàøèí äëÿ ïåðåâîçêè îäíîãî è òîãî æå ãðóçà óìåíüøèòñÿ 
â òî æå ñàìîå êîëè÷åñòâî ðàç. 

Çàïèøåì óñëîâèå â âèäå ñõåìû: 
Ñàìîñâàëîâ   Ãðóçîïîäúåìíîñòü

20 — 3,6
x — 4,5

20 4 5

3 6x
,

,
;  x =

⋅
=

20 3 6

4 5
16

,

,
.

Îòâåò: 16 ñàìîñâàëîâ. 
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1.5.7.  Округление чисел. Прикидка и  оценка результатов вычислений. 
Выделение  множителя-степени десяти в  записи числа

Çàìåíà ÷èñëà áëèæàéøèì ê íåìó íàòóðàëüíûì ÷èñëîì èëè íóëåì íàçûâàåòñÿ 
îêðóãëåíèåì ýòîãî ÷èñëà äî öåëûõ. 

Íàïðèìåð, åñëè ìàññà ðûáû ñîñòàâëÿåò 3,7 êã, òî ïðèáëèæåííî îíà ðàâíà 
4 êã, ò. å. ìû çàìåíèëè çíà÷åíèå áëèæàéøèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. 

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå îêðóãëåíèÿ äî äåñÿòûõ, ñîòûõ, äåñÿò-
êîâ, ñîòåí è ò. ä. 

Åñëè ÷èñëî îêðóãëÿþò äî êàêîãî-ëèáî ðàçðÿäà, òî âñå ïîñëåäóþùèå çà ýòèì 
ðàçðÿäîì öèôðû çàìåíÿþò íóëÿìè, à åñëè îíè ñòîÿò ïîñëå çàïÿòîé — îòáðà-
ñûâàþò. 

Íàïðèìåð, 3 561  3 600 — äî ñîòåí; 0,3561  0,36 — äî ñîòûõ (çíàê « » ÷è-
òàåòñÿ «ïðèáëèæåííî ðàâíî»).

Åñëè ïåðâàÿ îòáðîøåííàÿ èëè çàìåíåííàÿ íóëåì öèôðà ðàâíà 5, 6, 7, 8 èëè 
9, òî ñòîÿùóþ ïåðåä íåé öèôðó óâåëè÷èâàþò íà 1. 

Åñëè ïåðâàÿ îòáðîøåííàÿ èëè çàìåíåííàÿ íóëåì öèôðà ðàâíà 0, 1, 2, 3 èëè 
4, òî ñòîÿùóþ ïåðåä íåé öèôðó îñòàâëÿþò áåç èçìåíåíèé. 

П р и м е р  1 . Îêðóãëèòü äî äåñÿòûõ: à) 2,88; á) 37,029; â) 5,999. 
Ðåøåíèå: 

à) 2,88  2,9, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ îòáðîøåííàÿ öèôðà ïîñëå äåñÿòûõ — 8; 
á) 37,029  37,0, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ îòáðîøåííàÿ öèôðà ïîñëå äåñÿòûõ — 9; 
â) 5,999  6,0, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ îòáðîøåííàÿ öèôðà ïîñëå äåñÿòûõ — 9. 
П р и м е р  2 . Îêðóãëèòü äî òûñÿ÷ ÷èñëî 3 873 501. 

Ðåøåíèå: 
Çàìåíèì íóëÿìè ÷èñëà 5 è 1, à ïîñëåäíþþ öèôðó â ÷èñëå 3 873 501 óâåëè-

÷èì íà 1, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ çàìåíåííàÿ íóëåì öèôðà — 5. Ïîëó÷èì 3 873 501 
 3 874 000. 

П р и м е р  3 . Îêðóãëèòü:
à) äî ñîòûõ: 0,07387; 9,7381; 9,0111; 9,999;
á) äî öåëûõ: 3,728; 56,01; 23,09; 99,91.

Ðåøåíèå: 
à) 0,07387  0,07; 9,7381  9,74; 9,01111  9,01; 9,9999  10,00;
á) 3,728  4; 56,01  56; 23,09  23; 99,91  100. 

Ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ðåçóëüòàò ÷àñòî ïîëó÷à-
åòñÿ íåòî÷íûé, îêðóãëåííûé, ïîýòîìó âàæíî âûïîëíèòü îöåíêó ðåçóëüòàòîâ âû-
÷èñëåíèé, ò. å. îöåíèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ, ò. å. ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó 
òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì. 

Ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû è åå ïðèáëèæåííûì 
çíà÷åíèåì íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ. 

Òî åñòü åñëè a — ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû, à x — òî÷íîå çíà÷åíèå, 
òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà x – a . 

П р и м е р  4 . Äðîáü 
4

9
 çàìåíèëè ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì 0,44. Êàêîâà ïîãðåø-

íîñòü äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ? 
Ðåøåíèå: 

4

9
0 44

4

9

44

100

4

9

11

25

100 99

225

1

225
− = − = − =

−
=, .
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Åñëè òî÷íîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû íàéòè íåâîçìîæíî, òî ìîæíî 
äàòü îöåíêó àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè, åñëè èçâåñòíû ïðèáëèæåíèå ñ èçáûòêîì 
è ñ íåäîñòàòêîì. 

Åñëè a — ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÷èñëà x è x – a   h, òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñ - 
ëî x ðàâíî ÷èñëó a ñ òî÷íîñòüþ äî h: 

x  a  h. 
Íàïðèìåð, çàïèñü x  3,42  0,01 îçíà÷àåò, ÷òî x ðàâíî 3,42 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01, ò. å. 

3,42 – 0,01  x  3,42  0,01; 3,41  x  3,43. 
×èñëà 3,42 è 3,43 ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà ñ íåäîñòàò-

êîì è ñ èçáûòêîì. 

П р и м е р  5 . Ñîãëàñíî ðàäèîëîêàöèîííûì èçìåðåíèÿì, ðàäèóñ Âåíåðû ðàâåí  
(6 050 ± 5) êì. Çàïèñàòü ðåçóëüòàò â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà. 

Ðåøåíèå: 
6 050 – 5  x  6 050  5; 6 045  x  6 055. 

Ïðè ñðàâíåíèè ïðèáëèæåíèé ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí áûâàåò íåäîñòàòî÷íî íàéòè òîëü-
êî àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàõîäÿò îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü. 

Îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íàçûâàþò ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ àáñîëþòíîé ïî-
ãðåøíîñòè íà ìîäóëü ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû, óìíîæåííîå íà 100 %.

П р и м е р  6 . Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ìàññû Çåìëè ðàâíî (5,98  0,01)  1024 êã. 
À ìàññà ãîðîøèíû (4  0,2) ã. Êàêîå èçìåðåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì? 

Ðåøåíèå: 
Îöåíèì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü êàæäîãî èçìåðåíèÿ: 

1) ìàññà Çåìëè, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü: 
0 01 10

5 98 10
100 0 2

24

24

,

,
% , %;

⋅
⋅

⋅ ≈

2) ìàññà ãîðîøèíû, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü: 
0 2

4
100 5

,
% %.⋅ =

Ìàññà Çåìëè èçìåðåíà òî÷íåå. 
Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü 

îòíîñèòåëüíóþ èëè àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü, à äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûïîëíèòü 
ïðèêèäêó è îöåíêó ðåçóëüòàòîâ. 
П р и м е р  7 . Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî áåãó íà äèñòàíöèè 30 ì äëÿ ó÷à-
ùèõñÿ 9 êëàññà. Îöåíèòü ðåçóëüòàò: 
à) äåâî÷êè, ïðîáåæàâøåé äèñòàíöèþ çà 5,23 ñ; 
á) ìàëü÷èêà, ïðîáåæàâøåãî äèñòàíöèþ çà 5,12 ñ; 
â) äåâî÷êè, ïðîáåæàâøåé äèñòàíöèþ çà 5,98 ñ. 

Ìàëü÷èêè Äåâî÷êè

Îöåíêà «5» «4» «3» «5» «4» «3»

Âðåìÿ, ñ 4,6 4,9 5,3 5,0 5,5 5,9

Ðåøåíèå: 
à) Äåâî÷êà ïðîáåæàëà äèñòàíöèþ çà 5,23 ñ, ÷òî íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå  

5,0  5,23  5,5, ò. å. ìåäëåííåå, ÷åì òðåáóåòñÿ íà îöåíêó «5», íî áûñòðåå, 
÷åì íà îöåíêó «4». 

á) Àíàëîãè÷íî ìàëü÷èê, ïðîáåæàâøèé äèñòàíöèþ çà 5,12 ñ, ïîëó÷èò îöåíêó 
«3», ïîñêîëüêó 4,9  5,12  5,3. 

â) Äåâî÷êà, ïðîáåæàâøàÿ äèñòàíöèþ çà 5,98 ñ, íîðìàòèâ íå âûïîëíèëà, ïî-
ñêîëüêó 5,98  5,9. 

Îòâåò: à) îöåíêà «4»; á) îöåíêà «3»; â) íîðìàòèâ íå âûïîëíåí.
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Тренировочные тестовые задания к разделу 1

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 3
1

3
22

1

3

2

⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⋅ .

1) 7 2) –19 3) –7 4) 25
2

3

2. Âûáåðèòå íîìåð òîãî âûðàæåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî íóëþ. 
1) (–1)5  (–1)5 2) (–1)5 – (–1)5 3) –14 – (–1)4 4) (–1)6  (–1)4 

3. Ñîîòíåñèòå îáûêíîâåííûå äðîáè ñ ðàâíûìè äåñÿòè÷íûìè. 

À) 
3

5

Á) 
9

8

Â) 
3

20

1) 0,6
2) 0,12
3) 1,125
4) 0,15

Îòâåò: À Á Â

4. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû íîðìàòèâû ïî áåãó íà 30 ì äëÿ ó÷àùèõñÿ 9 êëàññà. Îöå-
íèòå ðåçóëüòàòû ìàëü÷èêà, ïðîáåæàâøåãî äèñòàíöèþ çà 4,76 ñ. 

Ìàëü÷èêè Äåâî÷êè

Îöåíêà «5» «4» «3» «5» «4» «3»

Âðåìÿ, ñ 4,6 4,9 5,3 5,0 5,5 5,9

1) îöåíêà «5» 2) îöåíêà «4» 3) îöåíêà «3» 4)  íîðìàòèâ  
íå âûïîëíåí

5. Êàêîìó èç âûðàæåíèé ðàâíî ïðîèçâåäåíèå 0,09  0,0009  0,00009? 
1) 729  10–5 2) 9  10–5 3) 729  10–11 4) 9  10–11 

6. Êàêîå èç ÷èñåë îòìå÷åíî íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé òî÷êîé A? 

43

À

210–1

1) 3  2) 8  3) 11  4) 17

7. Çíà÷åíèå êàêîãî èç âûðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì? 

1) 3 2 3 2−( ) +( )  3) 
3

2

2( )

2) 3 2
2

−( )  4) 3 2

8. 32 êàìåíùèêà âûìîñòèëè óëèöó çà 42 äíÿ. Ñêîëüêî íóæíî êàìåíùèêîâ, ÷òîáû 
âûìîñòèòü ýòó óëèöó çà 28 äíåé? 
1) 54 2) 36 3) 24 4) 48

9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 6 11 6 11
2

− + +( ) .

1) 12 2) 2 11  3) 12 2 11  4) 22
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10. Òîâàð ïîäåøåâåë íà 20 . Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ áîëüøå ìîæíî êóïèòü òîâàðà 
íà òó æå ñóììó äåíåã? 
1) 20  2) 25  3) 10  4) 15 

11. Óêàæèòå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 45 è 36.
Îòâåò: _____________________.

12. Óïðîñòèòå, îòâåò çàïèøèòå â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè: 
5

125
.

Îòâåò: _____________________.

13. Â ìàãàçèíå áûëî 560 òåòðàäåé, èç íèõ 
4

7
 ñîñòàâëÿëè òåòðàäè â êëåòî÷êó. Ñêîëü-

êî áûëî òåòðàäåé â êëåòî÷êó? 
Îòâåò: _____________________.

14. Ñðåäíèé âåñ ìàëü÷èêîâ òîãî æå âîçðàñòà, ÷òî è Ñàøà, ðàâåí 54 êã. Âåñ Ñàøè ñî-
ñòàâëÿåò 135  îò ñðåäíåãî âåñà. Íàéäèòå âåñ Ñàøè.
Îòâåò: _____________________.

15. Çàïèøèòå ÷èñëî â ñòàíäàðòíîì âèäå: 725  10–11. 
Îòâåò: _____________________.

16. Èç 20 êã ìîðñêîé âîäû ìîæíî äîáûòü 0,5 êã ñîëè. Ñêîëüêî íóæíî âçÿòü ìîðñêîé 
âîäû, ÷òîáû ïîëó÷èòü 3,5 êã ñîëè? 
Îòâåò: _____________________.

17. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ è çàïèøèòå ðåçóëüòàò â ñòàíäàðòíîì âèäå: (3,4  10–8) : (6,8  10–4). 
Îòâåò: _____________________.

18. Áûëî 300 ã 6  -íîãî ðàñòâîðà ñîëè, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ 60 ã âîäû èñïàðè-
ëîñü. Êàêèì ñòàëî ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñîëè â ðàñòâîðå? 
Îòâåò: _____________________.

19. Äëÿ ïðîäàæè â öèðêå çàãîòîâèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîðöèé ìîðîæåíîãî. 

Ñíà÷àëà ïðîäàëè 
4

7
 âñåõ ïîðöèé, ïîòîì åùå 38 øòóê. Ïîñëå ýòîãî îñòàëàñü 

òðåòü âñåõ çàãîòîâëåííûõ ïîðöèé. Ñêîëüêî ïîðöèé ìîðîæåíîãî çàãîòîâèëè äëÿ 
ïðîäàæè? 
Îòâåò: _____________________.

20. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ñòåïåíè: 
a a

a a

a a

a a

4 3

1

3

2

3

1

4

9

2

1

2

9

4

2

⋅

⋅

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⋅
⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−

− − −
.

Îòâåò: _____________________.
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2.  Алгебраические выражения
З н а т ь :  

Ум е т ь :  
-

2.1.  Буквенные выражения (выражения с переменными)

2.1.1.  Буквенные выражения. Числовое значение буквенного выражения

×èñëîâîå âûðàæåíèå — ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü, ñîäåðæàùàÿ ÷èñëà, ñêîá-
êè è çíàêè äåéñòâèé. 

Íàïðèìåð, (7 – 4,2)2  (5,5  0,1)3; 
2

3
1

1

7
0 5−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −( , )  — ÷èñëîâûå âûðàæåíèÿ. 

×èñëî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé, íàçûâàåòñÿ 
çíà÷åíèåì ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ. 

Áóêâåííûì âûðàæåíèåì (âûðàæåíèåì ñ ïåðåìåííûìè èëè àëãåáðàè÷åñêè-
ìè âûðàæåíèÿìè) íàçûâàþò âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç àëãåáðàè÷åñêèõ âåëè÷èí 
(÷èñåë è áóêâ), ñîåäèíåííûõ çíàêàìè àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé (ñëîæåíèå, âû-
÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå, èçâëå÷åíèå êîðíÿ è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü) è ñêîá-
êàìè, ïîêàçûâàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé. 

Íàïðèìåð, (a3 – b3)  (x  y); 
a b3

8
;  x2 – 3xy  y2  4 — áóêâåííûå âûðàæåíèÿ.

Åñëè â âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè ïîäñòàâèòü âìåñòî áóêâ íåêîòîðûå ÷èñëà, 
òî ïîëó÷èì ÷èñëîâîå âûðàæåíèå, êîòîðîå áóäåò èìåòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. 

Íàïðèìåð, ïðè a  –1 âûðàæåíèå a2 – 2a èìååò çíà÷åíèå (–1)2 – 2  (–1)  3. 

П р и м е р  1 . Çàïèñàòü â âèäå âûðàæåíèÿ:
à) ñóììó ÷èñåë b è c;
á) ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë 3k è 2n; 
â) êâàäðàò ñóììû ÷èñåë a è m; 
ã) ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ÷èñåë 3a è 4b; 
ä) ÷àñòíîå ÷èñåë a  c è d. 

Îòâåò: à) b  c; á) 3k  2n; â) (a  m)2; ã) (3a)2 – (4b)2; ä) (a  c) : d èëè 
a c

d
.
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П р и м е р  2 . Ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü êàòåðà x êì/÷, à ñêîðîñòü òå÷åíèÿ — y êì/÷. 
Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîøåë êàòåð, åñëè îí äâèãàëñÿ 3 ÷ ïî òå÷åíèþ, 2,5 ÷ ïðî-
òèâ òå÷åíèÿ è 1 ÷ ïî îçåðó? 

Ðåøåíèå: 
Åñëè ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü êàòåðà x êì/÷, à ñêîðîñòü òå÷åíèÿ — y êì/÷, òî 

ñêîðîñòü êàòåðà ïî òå÷åíèþ ñîñòàâèò (x  y) êì/÷, ïðîòèâ òå÷åíèÿ — (x – y) êì/÷, 
à ïî îçåðó — x êì/÷. Òîãäà ïðîéäåííûé ïóòü ñîñòàâèò: 3(x  y)  2,5(x – y)  x. 
П р и м е р  3 . Ñîñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè: 
à) 

a

b

m

n

 á) 

r

h

Ðåøåíèå: 
à) Ôèãóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàçìåðàìè a íà b è ïëîùàäüþ  

S
1
  ab, èç êîòîðîé «âûðåçàí» ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäüþ S

2
  mn. Òîãäà ïëî-

ùàäü èñêîìîé ôèãóðû: S  S
1
 – S

2
  ab – mn. 

á) Ôèãóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêðóã ðàäèóñà r è ðàâíîáåäðåííûé òðå-

óãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì 2r è âûñîòîé h. Ïëîùàäü ïîëóêðóãà S r1
21

2
= π ,  ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà S r h rh2

1

2
2= ⋅ ⋅ =( ) .  Òîãäà ïëîùàäü èñêîìîé ôèãóðû 

S S S r rh= + = +1 2
21

2
π .

Îòâåò: à) ab – mn; á) 
1

2
2πr rh+ .

2.1.2.  Допустимые значения переменных, входящих в  алгебраические выражения

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, íàçûâàþòñÿ äî-
ïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ.

Íàïðèìåð, äëÿ âûðàæåíèÿ 
3

5x
 äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ x, êðî-

ìå x  5, ïîñêîëüêó ïðè x  5 çíàìåíàòåëü x – 5 ðàâåí íóëþ, à íà íóëü äåëèòü 
íåëüçÿ, ò. å. ïðè x  5 âûðàæåíèå íå èìååò ñìûñëà. 

Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 
âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êðîìå òåõ, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü õîòÿ áû îäíîé 
èç äðîáåé, âõîäÿùèõ â äàííîå âûðàæåíèå, ðàâåí íóëþ.

П р и м е р  1 . Óêàçàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé â âûðàæåíèè: 

à) a
a
a

+
−
+

1

5
;  á) 

3

5 22

x
x x

;  â) 
x

x

8

4 1
;  ã) 

1
1

x
x

;
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ä) 
a
a

3

5
;  å) 

b
b b2 2

;  æ) 
a

a a

2

2

16

6 8

−
− +

;  ç) 
3

5 62 2x xy y
.

Ðåøåíèå: 
à) Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ a, êðîìå a  –5, ïîñêîëüêó ïðè a  –5 

çíàìåíàòåëü a  5 îáðàùàåòñÿ â íóëü.
á) Íàéäåì çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí íóëþ: 5x2  2x  0; 

x(5x  2)  0; x  0 èëè x = −
2

5
. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ x, êðî-

ìå x  0 è x = −
2

5
.

â) Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x âûðàæåíèå x4  1  0 è íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. 
Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ x. 

ã) Íàéäåì çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü x
x
1

 ðàâåí íóëþ: x
x

x
x

− =
−1 12

;  

x  0; x2 – 1  0; (x – 1)(x  1)  0; x  1; x  –1. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå 
çíà÷åíèÿ x, êðîìå x  –1, x  0 è x  1.

ä) Íàéäåì çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü a  – 5 ðàâåí íóëþ: a  – 5  0; 
a   5, ò. å. a  5 èëè a  –5. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ a, êðîìå 
a  –5 è a  5. 

å) Íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ b2 – 2 b   0: 
 ïðè b  0: b2 – 2b  0; b(b – 2)  0; b  0 è b  2; 
 ïðè b  0: b2  2b  0; b  0 è b  –2, íî b  0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ b  0, 

çíà÷èò, b  –2. 
 Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ b, êðîìå b  –2, b  0 è b  2.
æ) Íàéäåì çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü a2 – 6a  8 ðàâåí íóëþ:  

a2 – 4a – 2a  8  0; a(a – 4) – 2(a – 4)  0; (a – 4)(a – 2)  0; a  4 è a  2. 
Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ a, êðîìå a  4 è a  2.

ç) Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè x è y, ïðè êîòîðîé çíàìåíàòåëü  
x2  5xy – 6y2 ðàâåí íóëþ: x2  5xy – 6y2  x2 – xy  6xy – 6y2  x(x – y) 
 6y(x – y)  (x – y)(x  6y), ò. å. x  y èëè x  –6y. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ 

âñå çíà÷åíèÿ x è y, êðîìå ñëó÷àåâ, êîãäà x  y è x  –6y. 

2.1.3.  Подстановка выражений вместо переменных

Âûðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïåðåìåííûõ ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ. 

П р и м е р  1 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a2  3b, åñëè: à) a  –1, b  –3;  

á) a
1

2
,  b = −

1

4
.

Ðåøåíèå: 
à) Åñëè a  –1, b  –3, òî a2  3b  (–1)2  3  (–3)  1 – 9  –8; 

á) Åñëè a
1

2
,  b = −

1

4
,  òî a b2

2

3
1

2
3

1

4

1

4

3

4

2

4

1

2
+ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − = − = − .

П р и м е р  2 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå è íàéòè åãî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå: 
9 24 16 25

3 4 5

2 2a ab b
a b

− + −
− −

 ïðè a
1

9
,  b 2

1

3
.
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Ðåøåíèå: 
( ) ( )9 24 16 25

3 4 5

3 4 5

3 4 5

2 2 2 2a ab b
a b

a b
a b

− + −
− −

=
− −
− −

=
− − − +

− −
= − +

( )( )
.

3 4 5 3 4 5

3 4 5
3 4 5

a b a b
a b

a b

Åñëè a
1

9
,  b 2

1

3
,  òî 3 4 5 3

1

9
4 2

1

3
5

3

9

4 7

3
5a b− + = ⋅ − ⋅ + = −

⋅
+ =

= − + = − + = − + = −
1

3

28

3
5

27

3
5 9 5 4.

П р и м е р  3 . Èçâåñòíî, ÷òî 
4

5 7
3

b a
a b

+
−

= .   

Íàéòè: à) 
4 5

2

a b
a b

−
+

;  á) 
3 2 2

5 3

2 2

2 2

a ab b
a b
− +

+
;  â) 

a ab
a b b

3 2

2 3

3

4 3

−
+

.

Ðåøåíèå: 

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå 
4

5 7
2

b a
a b

+
−

= .  Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðî-

áè, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïî÷ëåííî íà b  0, ïîëó÷èì: 

4

5 7
2

b
b

a
b

a
b

b
b

+

−
= ;  

4

5 7
2

+

⋅ −
=

a
b

a
b

.  Íàéäåì çíà÷åíèå 
a
b

 èç ýòîãî ðàâåíñòâà: 4 2 5 7+ = ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

a
b

a
b

;  

4 10 14+ = ⋅ −
a
b

a
b

;  − ⋅ = −9 18
a
b

;  
a
b

2.

à) Ïðèìåíèì ýòîò ïðèåì, ò. å. ïî÷ëåííîå äåëåíèå äðîáè íà b  0 ê äàííîìó âû-

ðàæåíèþ, çàòåì ïîäñòàâèì 
a
b

2: 
4 5

2

4 5

2

4
5

2
1

4 2 5

2 2 1

3

5

a b
a b

a
b

b
b

a
b

b
b

a
b
a
b

−
+

=
−

+
=

−

+
=

⋅ −
⋅ +

= .

á) Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äàííîé äðîáè ñòîèò ñóììà îäíî÷ëå-
íîâ âòîðîé ñòåïåíè, ïîýòîìó ðàçäåëèì ýòè îäíî÷ëåíû íà b2 ïî÷ëåííî, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî 
a
b

2:

3 2 2

5 3

3 2 2

5 3

32 2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

2

a ab b
a b

a
b

ab
b

b
b

a
b

b
b

a
b− +

+
=

⋅ − ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅
=

⎛
⎝
⎜

⎞⎞
⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

=

2 2

2

2 2

5 3

a
b

a
b

⋅ − ⋅ +
⋅ +

=
3 2 2 2 2

5 2 3

10

23

2

2
.

â) Â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äàííîé äðîáè ñòîÿò îäíî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè, 

ïîýòîìó ðàçäåëèì èõ ïî÷ëåííî íà b3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
a
b

2:

a ab
a b b

a
b

ab
b

a b
b

b
b

a
b

a
b

3 2

2 3

3

3

2

3

2

3

3

3

3

3

4 3

3

4 3

3−
+

=
−

+
=

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

=

4 3
2

a
b

− ⋅
⋅ +

=
2 3 2

4 2 3

2

19

3

2
.
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2.1.4.  Равенство буквенных выражений, тождество. Преобразования выражений

Äâà âûðàæåíèÿ, ïðèíèìàþùèå ñîîòâåòñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷å-
íèÿõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûìè, èëè òîæäåñòâåííûìè. 

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ 5x  3x è 8x ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûìè. 
Òîæäåñòâî — ðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-

íûõ.

Íàïðèìåð, 3(a – b)  3a – 3b; 
a
b b

a
b

+ =
+5 5

;  (a  b)2  a2  2ab  b2. 

Ðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå çàêîíû àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, òàêæå ÿâëÿþòñÿ 
òîæäåñòâàìè: 

a  b  b  a; ab  bc; 
(a  b)  c  a  (b  c); (ab)c  a(bc); 

a(b  c)  ab  ac. 
Çàìåíà äàííîãî âûðàæåíèÿ äðóãèì òîæäåñòâåííûì åìó âûðàæåíèåì íàçûâà-

åòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì âûðàæåíèé. 
Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé âûïîëíÿþò íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 

äåéñòâèé íàä ÷èñëàìè, ê òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì îòíîñÿò è ðàñêðûòèå 
ñêîáîê, è ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñ-
ïîëüçóþò äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé. 

П р и м е р  1 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: –2(3m – 5)  3(3m  7). 
Ðåøåíèå: 

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå: 
–2(3m – 5)  3(3m  7)  –6m  10  9m  21 

 (–6m  9m)  (10  21)  3m  31. 

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì (èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òî-
áû äîêàçàòü òîæäåñòâî), èñïîëüçóþò òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âû-
ðàæåíèé. 

Äîêàçàòü òîæäåñòâî ìîæíî òàê: 
1) ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâîäèì 

ê âèäó, êîòîðûé èìååò ïðàâàÿ ÷àñòü; 
2) ïðàâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâîäèì 

ê âèäó, êîòîðûé èìååò ëåâàÿ ÷àñòü; 
3) îáå ÷àñòè òîæäåñòâà ïðåîáðàçóåì ê îäíîìó è òîìó æå âèäó; 
4) íàõîäèì ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òîæäåñòâà è ïîêàçûâàåì, ÷òî îíà 

ðàâíà íóëþ. 

П р и м е р  2 . Äîêàçàòü òîæäåñòâî: 10x – (–(5x  20))  5(3x  4). 
Äîêàçàòåëüñòâî: 

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà, ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå 
ñëàãàåìûå, âûíåñåì çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü: 

10x – (–(5x  20))  10x – (–5x – 20) 
 10x  5x  20  15x  20  5(3x  4), 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
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2.2.  Степень с целым показателем

2.2.1.  Свойства степени с целым показателем

Ïðèìåíèì ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæå-
íèé, ñîäåðæàùèõ îäíî÷ëåíû. 

Âûðàæåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, áóêâ è èõ ñòåïåíåé, íàçûâàþò 
îäíî÷ëåíàìè. 

Íàïðèìåð, 3; –3y4; 0,7  x  y  3  z5. 
Ñòàíäàðòíûì âèäîì îäíî÷ëåíà íàçûâàþò îäíî÷ëåí, ñîñòîÿùèé èç ïðîèçâåäå-

íèÿ ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ, ñòîÿùåãî íà ïåðâîì ìåñòå (åãî íàçûâàþò êîýôôèöè-
åíòîì), è ñòåïåíè ñ ðàçëè÷íûìè áóêâåííûìè îñíîâàíèÿìè. 

Ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà íàçûâàþò ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé 
âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî áóêâ. 

Íàïðèìåð, ñòåïåíü îäíî÷ëåíà 0,5xyz3 ðàâíà 1  1  3  5. 
Åñëè îäíî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, òî åãî ñòåïåíü ðàâíà íóëþ, íàïðèìåð, 3  3a0, 

ñòåïåíü îäíî÷ëåíà — íóëü. 

Сложение и вычитание одночленов
Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî ñ îäíî÷ëåíà-

ìè, èìåþùèìè îäèíàêîâóþ áóêâåííóþ ÷àñòü, ò. å. ñ ïîäîáíûìè. 

П р и м е р  1 . 2xy – 5a  3xy  0,7a – 3  5xy – 4,3a – 3. 

Умножение одночленов
Èñïîëüçóåì ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì (an  am  am  n), à òàê-

æå ïåðåìåñòèòåëüíûé è ñî÷åòàòåëüíûé çàêîíû óìíîæåíèÿ. 

П р и м е р  2 . 
à) (–3a3b7)  (0,2ab4)  –3  0,2  a3 1  b7 4  –0,6a4b11; 

á) 1
1

2

2

3

3

2

2

3
3 5 1 5 3 1xy a x yb x y a b ab⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −+ + xx y6 4.

Деление одночленов
Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ñòåïåíè: 

an : bm  an – m. 

П р и м е р  3 . 
à) 28a8b4 : 0,7a4b  28 : 0,7  a8–4  b4–1  40a4b3; 

á) 
−

= − ⋅ ⋅ ⋅ = − = −− − − − −0 3

2
0 3 2 0 15

3

20

4

3
1 3 4 1 1 2 3 1

3,
, : ,

ab x
a by

a b x y a b xy
b x
aa y2

.

Возведение одночлена в степень
Èñïîëüçóåì ñâîéñòâà ñòåïåíè: 

(ab)n  anbn è 
a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ,  b  0. 
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П р и м е р  4 .

à) −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ ⋅ = −

1

2

1

2

1

8
7

3 3

7 3 3 21 3p a p a p a( ) ;

á) (10m2n)2  (–3mn2)3  102  (m2)2  n2  (–3)3  m3  (n2)3  100m4  n2  (–27)  m3 
n6  –2700m7n8; 

â) (a2b5)n  (a2nb)3  (a3b2n)5  (a2)n  (b5)n  (a2n)3  b3  (a3)5  (b2n)5  a2n  b5n  a6n  b3  a15 
 b10n  a2n 6n 15  b5n 3 10n  a8n 15b15n 3; 

ã) 
2 7

14

2 7

2 7

2 7

2 7

2 1 2 2 1 2 2 1n n

n

n n

n

n n

n n

+ + + + + +⋅⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅
⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⋅
⋅

⎛
( ) ⎝⎝

⎜
⎞
⎠
⎟ =
2

 (2n 2–n  7n 1–n)2  (22  7)2  24  72  16 

 49  784. 

2.3.  Многочлены

2.3.1.  Многочлен. Сложение, вычитание, умножение многочленов

Ìíîãî÷ëåí — ýòî ñóììà îäíî÷ëåíîâ. 
Ìíîãî÷ëåí, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñëàãàåìûõ, íàçûâàåòñÿ äâó÷ëåíîì, èç òðåõ — 

òðåõ÷ëåíîì è ò. ä. 
Ñëàãàåìûå ìíîãî÷ëåíà, èìåþùèå îäèíàêîâóþ áóêâåííóþ ÷àñòü, íàçûâàþò 

ïîäîáíûìè. 
Òàê, ñëàãàåìûå 3xy2 è –3xy2 ïîäîáíû; 3abc è abc ïîäîáíû; 3, 7 è –5 ïîäîáíû. 
Ñòàíäàðòíûé âèä ìíîãî÷ëåíà — ýòî ìíîãî÷ëåí, ñîñòîÿùèé èç îäíî÷ëåíîâ 

ñòàíäàðòíîãî âèäà è íå ñîäåðæàùèé ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ. 
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñòàíäàðòíîãî âèäà — íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé, âõîäÿ-

ùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ. 
Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí x3y2  xy2  xy  3 — ýòî ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè, ïî-

ñêîëüêó ñòåïåíü îäíî÷ëåíà x3y2 ïÿòàÿ è íàèáîëüøàÿ èç âñåõ. 

П р и м е р  1 . Ñâåñòè ìíîãî÷ëåí ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, óêàçàòü åãî ñòåïåíü: 
3a2b3 – abb2 – a3a – a2b2b  0,5ab  2b2  4ab  0,5ab2  3a2b3 – ab3 – a4 – a2b3 

 ab3  2a2b3  4a2b3 – a4. Ýòî ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè. 

Сложение и вычитание многочленов
×òîáû çàïèñàòü ñóììó íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòàíäàðò-

íîãî âèäà, íóæíî ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Åñëè ïåðåä 
ñêîáêîé ñòîèò çíàê « », òî ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê çíàêè, ñòîÿùèå ïåðåä ñëàãàå-
ìûìè â ñêîáêàõ, íóæíî îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ. 

П р и м е р  2 . Íàéòè ñóììó ìíîãî÷ëåíîâ: 5m3 – m  3, 3m2  m è –5m3 – 2m2  4. 
Ðåøåíèå: 

(5m3 – m  3)  (3m2  m)  (–5m3 – 2m2  4) 
 5m3 – m  3  3m2  m – 5m3 – 2m2  4  m2  7. 

×òîáû çàïèñàòü ðàçíîñòü íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòàí-
äàðòíîãî âèäà, íóæíî ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Åñëè 



2. Алгебраические выражения62

ïåðåä ñêîáêîé ñòîèò çíàê «–», òî ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê çíàêè, ñòîÿùèå ïåðåä 
ñëàãàåìûìè â ñêîáêàõ, íóæíî çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

П р и м е р  3 . Íàéòè ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ: 
à) 3a4  3a3 – 9 è 3a4 – 3a3  9; á) 5p2 – 2pq – 7q2 è –3p2  2pq  5q2.

Ðåøåíèå: 
à) (3a4  3a3– 9) – (3a4 – 3a2  9)  3a4  3a3 – 9 – 3a4  3a3 – 9  6a3 – 18; 
á) (5p2 – 2pq – 7q2) – (–3p2  2pq  5q2)  5p2 – 2pq – 7q2  3p2 – 2pq – 5q2  –4pq – 12q2. 

Умножение одночлена на многочлен
×òîáû óìíîæèòü îäíî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, íóæíî ýòîò îäíî÷ëåí óìíîæèòü íà 

êàæäûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà è ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü: 
(a  b)(c  d)  ac  ad  bc  dc.

П р и м е р  4 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà: 

à) − ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − ⋅ + ⋅ = − +

1

14
1 5

4

7

1

14

15

10

1

14

4

7

3

28
2 5 3 5 2 6 3 5a b a b a b a b a b,

22

49
2 2a b ;

á) 3xy(x2 – y2  7) – 5xy(y2  x2)  3x3y – 3xy3  21xy – 5xy3 – 5x3y  –2x3y – 8xy3  21xy; 

â) − + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ − = − +

1

2

1

6

1

3
12 6 2 42 9 7 3 6 3 7 5 16 4 14 6 13a b ab a b a b a b a b a b( ) .

Умножение многочлена на многочлен
×òîáû óìíîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, íóæíî êàæäûé ÷ëåí îäíîãî ìíî-

ãî÷ëåíà óìíîæèòü íà êàæäûé ÷ëåí äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû ñëîæèòü. 

П р и м е р  5 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà: 
à) (4p – 2m)(3p  5m)  12p2  2mp – 6mp – 10m2  12p2 – 4pm – 10m2; 
á) (–x2  3ax – a)(x  2a)  –x3 – 2ax  3ax2  6a2x – ax – 2a2  –x3 – 3ax 

 3ax2 – 6a2x – 2a2; 
â) –2b3(2b  b2)(b – 1)  –2b3(2b2 – 2b  b3 – b2)  –2b3(b2  b3 – 2b)  –2b5 – 2b6  4b4. 
П р и м е р  6 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå è íàéòè åãî çíà÷åíèå: 8a3 – (2a – 3b)(4a2  6ab 

 9b2) ïðè b
1

3
.

Ðåøåíèå: 
8a3 – (2a – 3b)(4a2  6ab  9b2) 

 8a3 – 8a3 – 12a2b – 18ab2  12a2b  18ab2 – 27b3  –27b3. 

Åñëè b
1

3
,  òî − ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − ⋅ = −27

1

3
27

1

27
1

3

.

2.3.2.  Формулы сокращенного умножения: квадрат суммы и  квадрат разности; 
формула разности квадратов суммы и  разности кубов

Квадрат суммы и квадрат разности двух выражений

(a  b)2  a2  2ab  b2 (a – b)2  a2 – 2ab  b2 

Êâàäðàò ñóììû äâóõ âûðàæåíèé ðà-
âåí êâàäðàòó ïåðâîãî âûðàæåíèÿ

Êâàäðàò ðàçíîñòè äâóõ âûðàæåíèé 
ðàâåí êâàäðàòó ïåðâîãî âûðàæåíèÿ
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ïëþñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïåðâî-
ãî è âòîðîãî âûðàæåíèÿ ïëþñ êâà-
äðàò âòîðîãî âûðàæåíèÿ

ìèíóñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïåð-
âîãî è âòîðîãî âûðàæåíèÿ ïëþñ êâà-
äðàò âòîðîãî âûðàæåíèÿ

П р и м е р  1 . 
à) (–a – b)2  (–a)2  2  (–a)  (–b)  (–b)2  a2  2ab  b2  (a  b)2; 
á) (–a  b)2  (–a)2  2  (–a)  b  b2  a2 – 2ab  b2  (a – b)2. 
П р и м е р  2 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà: 
à) (2x  5)2  (2x)2  2  2x  5  52  4x2  20x  25; 

á) 
1

3
3

1

3
2

1

3
3 3

1

9
2 9

2 2

2 2 2x y x x y x x y+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅ ⋅ + = + +( ) ;

â) 6 1
1

6
36 2 6

7

6

49

36
36 14 1

13

36
3 5

2

6 3 5 10 6 8 1m m m m m m m m m+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + ⋅ ⋅ + = + + 00;

ã) (7a2 – 8ap3)2  49a4 – 2  7a2  8ap3  64a2p6  49a4 – 112a3p3  64a2p6. 

Формула разности квадратов

a2 – b2  (a – b)(a  b)

Ïðîèçâåäåíèå ðàçíîñòè äâóõ âûðàæåíèé è èõ ñóììû ðàâíî ðàçíîñòè êâàäðà-
òîâ ýòèõ âûðàæåíèé. 

П р и м е р  3 . 
à) (2a  7)(2a – 7)  (2a)2 – 72  4a2 – 49; 

á) 
2

7

3

5

2

7

3

5

2

7

3

5

4

49

9

25

2 2

2a b a b a b a−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − bb2;

â) 5
1

7

1

7
5

1

7
5

1

49
22 3 3 2 3

2

2 2 6m n p p m n p m n p+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − = −( ) 55 4 2m n ;

ã) (–a2  7)(7  a2)  (7 – a2)(7  a2)  49 – a4; 
ä) (–2a3 – 3b)(–3b  2a3)  –(2a3  3b)(2a3 – 3b)  –(4a6 – 9b2)  9b2 – 4a6; 
å) (x  y  1)(x  y – 1)  ((x  y)  1)((x  y) – 1)  (x  y)2 – 12  x2  2xy  y2 – 1. 

Сумма и разность кубов

a3  b3  (a  b)(a2 – ab  b2)

Ïðîèçâåäåíèå ñóììû äâóõ âûðàæåíèé è íåïîëíîãî êâàäðàòà èõ ðàçíîñòè ðàâ-
íî ñóììå êóáîâ ýòèõ âûðàæåíèé. 

a3 – b3  (a – b)(a2  ab  b2)

Ïðîèçâåäåíèå ðàçíîñòè äâóõ âûðàæåíèé è íåïîëíîãî êâàäðàòà èõ ñóììû ðàâ-
íî ðàçíîñòè êóáîâ ýòèõ âûðàæåíèé. 

П р и м е р  4 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà: 
à) (x – y)(x2  xy  y2)  x3 – y3; 
á) (4p – 1)(16p2  4p  1)  (4p)3 – 13  64p3 – 1;
â) (b3  d2)(b6 – b3d2  d4)  (b3)3  (d2)3  b9 – d6; 
ã) (5m2  6p3)(25m4 – 30m2p3  36p6)  (5m2)3 – (6p3)3  25m6 – 216p9; 
ä) (a – 1)(a2  a  1)(a  1)(a2 – a  1)  ((a – 1)(a2  a  1))((a  1)(a2 – a  1)) 

 (a3 – 1)(a3  1)  (a3)2 – 12  a6 – 1. 
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2.3.3.  Разложение многочлена на множители

Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè îçíà÷àåò ïðåäñòàâèòü åãî êàê ïðîèç-
âåäåíèå íåñêîëüêèõ îäíî÷ëåíîâ è ìíîãî÷ëåíîâ, òîæäåñòâåííî ðàâíîå äàííîìó 
ìíîãî÷ëåíó. 

Разложение на множители с помощью формул сокращенного умножения

Ôîðìóëà Ïðèìåðû

Êâàäðàò ñóììû äâóõ âû-
ðàæåíèé:

(a  b)2  a2  2ab  b2 

à) a2  10a  25  a2  2  a  5  52  (a  5)2; 
á) 0,01x2  0,8x  16  (0,1x)2  2  0,1x  4  42 

 (0,1x  4)2; 

â) 
1

4
2 4

1

2
2

1

2
2 22 2

2

2x xy y x x y y+ + = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅ ⋅ + =( )  

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

2
2

2

x y ;

ã) 
1

9
9 2

1

3
2

1

3
3 34 2 2 2

2

2 2a b a b a a b b+ + = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅ ⋅ + =( )  

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

3
32

2

a b

Êâàäðàò ðàçíîñòè äâóõ 
âûðàæåíèé:

(a – b)2  a2 – 2ab  b2 

à) a2 – 2ax  x2  (a – x)2; 
á) b2 – 0,12b  0,36  b2 – 2  b  0,6  0,62 

 (b – 0,6)2; 

â) 
1

49

2

7
1

1

7
2

1

7
1 12

2

2m m m m− + = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⋅ ⋅ + =  

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

7
1

2

m ;

ã) –6,4a2y4  0,16a4  64y8  0,16a4 – 6,4a2y4  64y8 
 (0,4a2)2 – 2  0,4a2  8y4  (8y4)2  (0,4a2 – 8y4)2 

Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äâóõ 
âûðàæåíèé: 

a2 – b2  (a – b)(a  b)

à) 36a2 – b2  (6a)2 – b2  (6a – b)(6a  b);
á) –100m2 – 121v2  121v2 – 100m2  (11v)2 –  

–(10m)2  (11v – 10m)(11v  10m); 

â) − + = − =1
11

25
1
7

9

16

9

36

25
16 18 20 24 20 24 16 18p q t a t a p q  

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

4

3

6

5

4

3

6

5
10 12 8 9 10 12 8 9t a p q t a p q  

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

1

3
1

1

5
1

1

3
1

1

5
10 12 8 9 10 12 8 9t a p q t a p q ;

ã) (a  2)2 – 1  (a  2 – 1)(a  2  1) 
 (a  1)(a  3); 

ä) 625 – (a – 3)2  252 – (a – 3)2 
 (25 – (a – 3))(25  (a – 3)) 
 (25 – a  3)(25  a – 3)  (28 – a)(22  a); 
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Ôîðìóëà Ïðèìåðû

å) (5a2 – 3b)2 – (2a2  5b)2  ((5a2 – 3b) – (2a2 
 5b))((5a2 – 3b)  (2a2  5b))  (5a2 – 3b – 2a2 – 

– 5b)(5a2 – 3b  2a2  5b)  (3a2 – 8b)(7a2  2b)

Ñóììà è ðàçíîñòü êóáîâ 
äâóõ âûðàæåíèé:

a3  b3 
 (a  b)(a2 – ab  b2) 

a3 – b3 
 (a – b)(a2  ab  b2)

à) 1000  b3  103  b3  (10  b)(100 – 10b  b2); 
á) n3 – 64  n3 – 43  (n – 4)(n2  4n  16); 

â) 
27

8

8

27

3

2

2

3

3

2

2

3
3 3

3 3

a b a b a b+ = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ×  

× + +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

9

4

4

9
2 2a ab b ;

ã) 343a18b33 – 0,001c36  (7a6b11)3 – (0,1c12)3 
 (7a6b11 – 0,1c12)(49a12b22  0,7a6b11c12  0,01c24); 

ä) (a  3)3 – a3  (a  3 – a)((a  3)2  a(a  3)  a2)) 
 3(a2  6a  9  a2  3a  a2)  3(3a2  9a  9) 
 9(a2  3a  3) 

Êóá ñóììû è ðàçíîñòè 
äâóõ âûðàæåíèé:

(a  b)2 
 a3  3a2b  3ab2  b3 

(a – b)2 
 a3 – 3a2b  3ab2 – b3 

à) x3  6x2  12x  8  x3  3  x2  2  3  x  22 
 23  (x  2)3; 

á) 27 9
1

27
3 3 9

1

3
3 2 2 3 3 2x x y xy y x x y− + + = − ⋅ ⋅ +( )  

⋅ ⋅ + ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟3 3

1

9

1

3
3

1

3

3 3

x y y x y

Разложение на множители способом вынесения общего множителя за скобки
×òîáû ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíî-

æèòåëÿ çà ñêîáêè, íóæíî: 1) íàéòè ýòîò ìíîæèòåëü; 2) âûíåñòè åãî çà ñêîáêè, 
ðàçäåëèâ êàæäûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà íà ýòîò îáùèé ìíîæèòåëü. 

П р и м е р  1 . Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí 35a3b2 – 14a2b4. 
Ðåøåíèå: 

Åñëè êîýôôèöèåíòû ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà — íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî îáùèé ìíî-
æèòåëü — ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë. (Äëÿ ÷èñåë 35 è 14 íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü — 7). Èç ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì â îáùèé 
ìíîæèòåëü âîéäåò êàæäàÿ ñòåïåíü ñ íàèìåíüøèì ïîêàçàòåëåì (a2 è b2 — ñòå-
ïåíè ñ íàèìåíüøèì ïîêàçàòåëåì). Îáùèé ìíîæèòåëü — 7a2b2. Âûíåñåì åãî çà 
ñêîáêè, ÷èñëà â ñêîáêàõ ïîëó÷àåì äåëåíèåì äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íà èõ îáùèé 
ìíîæèòåëü, ò. å. íà 7a2b2: 

35 14 7
35

7

14

7
7 53 2 2 4 2 2

3 2

2 2

2 4

2 2
2 2a b a b a b

a b
a b

a b
a b

a b a− = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −( 22 2b ).

П р и м е р  2 . Âûíåñòè çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü: 
à) 7ax – 7bx  7x(a – b); 
á) 15xy  5x  5x(3y  1);
â) –5a4b2 – 10a2b4  15a3b3  –5a2b2(a2  2b2 – 3ab); 
ã) p7  p3 – p5  p3(p4  1 – p2); 
ä) –3m8 – m2 – 5m4  –m2(3m6  1  5m2); 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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å) 2p(x – y)  q(x – y)  (x – y)(2p  q); 
æ) a(b – 5) – n(5 – b)  a(b – 5)  n(b – 5)  (b – 5)(a  n). 

Разложение многочленов на множители способом группировки
×òîáû ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè, íóæíî: 

1) îáúåäèíèòü ñëàãàåìûå â òàêèå ãðóïïû, êîòîðûå èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü 
â âèäå ìíîãî÷ëåíà; 2) âûíåñòè ýòîò îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêè. 

Êàê ïðàâèëî, îäèí è òîò æå ìíîãî÷ëåí ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè äâó-
ìÿ ñïîñîáàìè, ãðóïïèðóÿ ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå: 

I ñïîñîá II ñïîñîá

ab  5a  bm  5m 
 a(b  5)  m(b  5)  (b  5)(a  m)

ab  5a  bm  5m  ab  bm  5a  5m 
 b(a  m)  5(a  m)  (a  m)(b  5)

П р и м е р  3 . Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè: 
à) b2  xb – x2y – xby  b(b  x) – xy(x  b)  (x  b)(b – xy); 
á) 4a – ax – x2  4x  a(4 – x) – x(x – 4)  a(4 – x)  x(4 – x)  (4 – x)(a  x); 
â) mp – b  bp – m  (mp – m) – (b – bp)  m(p – 1) – b(1 – p)  m(p – 1)  b(p – 1) 

 (m  b)(p – 1); 
ã) 21x  8tm3 – 24m2 – 7xtm  (21x – 7xtm)  (8tm3 – 24m2)  7x(3 – tm) 

 8m2(tm – 3)  7x(3 – tm) – 8m2(3 – tm)  (3 – tm)(7x – 8m2). 
П р и м е р  4 . Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí at2 – ap  t3 – tp – bt2  bp. 

Ðåøåíèå: 
I ñïîñîá. Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà â òðè ãðóïïû ïî äâà ñëàãàåìûõ òàê, 

÷òîáû ñëàãàåìûå â êàæäîé ãðóïïå èìåëè îáùèé ìíîæèòåëü: 
(at2 – ap)  (t3 – tp) – (bt2 – bp) 

 a(t2 – p)  t(t2 – p) – b(t2 – p)  (t2 – p)(a  t – b). 
II ñïîñîá. Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà â äâå ãðóïïû ïî òðè ñëàãàåìûõ: 

at2 – ap  t3 – tp – bt2  bp  (at2  t3 – bt2) – (ap  tp – bp) 
 t2(a  t – b) – p(a  t – b)  (a  t – b)(t2 – p). 

П р и м е р  5 . Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè òðåõ÷ëåí, ïðåäñòàâèâ îäèí èç åãî ÷ëåíîâ 
â âèäå ñóììû ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ: 
à) x2 – 6x  5  x2 – x – 5x  5  x(x – 1) – 5(x – 1)  (x – 1)(x – 5); 
á) x2 – x – 6  x2 – 2x  3x – 6  x(x – 2)  3(x – 2)  (x – 2)(x  3); 
â) a2  5ab  6b2  a2  2ab  3ab  6b2  a(a  2b)  3b(a  2b)  (a  2b)(a  3b). 

Разложение многочлена на множители несколькими способами
×òîáû ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ: 1) âûíåñåíèå çà ñêîáêè îáùåãî ìíîæèòåëÿ; 2) ôîð-
ìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ; 3) ñïîñîá ãðóïïèðîâêè. 

П р и м е р  6 . Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè: 
à) 16x2 – 4; á) 3a5 – 300a7; â) 2am2  4am  2a; ã) –pm3 – pn6. 

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåíèì ñïîñîá âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè îáùåãî ìíîæèòåëÿ è ôîðìóëû ñîêðà-

ùåííîãî óìíîæåíèÿ: 
à) 16x2 – 4  4(4x2 – 1)  4(2x – 1)(2x  1); 
á) 3a5 – 300a7  3a5(1 – 100a2)  3a5(1 – 10a)(1  10a); 
â) 2am2  4am  2a  2a(m2  2m  1)  2a(m  1)2; 
ã) –pm3 – pn6  –p(m3  n6)  –p(m  n2)(m2 – mn2  n4). 
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П р и м е р  7 . Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè: 
à) 7ab  21a – 7b – 21; á) –abc – 3ac – 4ab – 12a. 

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåíèì ñïîñîá âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè îáùåãî ìíîæèòåëÿ è ñïîñîá ãðóïïè-

ðîâêè: 
à) 7ab  21a – 7b – 21  7(ab  3a – b – 3)  7(a(b  3) – 1(b  3))  7(b  3)(a – 1); 
á) –abc – 3ac – 4ab – 12a  –a(bc  3c  4b  12)  –a((c(b  3)  4(b  3))  –a(b  3)(c  4). 
П р и м е р  8 . Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè: 
à) x2  2xy  y2 – 25; â) a3 – b3  a2 – 2ab  b2;
á) p2 – x2  20x – 100; ã) c2  2cd  d2 – x2 – 2xy – y2. 

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåíèì ñïîñîá ãðóïïèðîâêè è ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíî: 
à) x2  2xy  y2 – 25  (x2  2xy  y2) – 52  (x  y)2 – 52  (x  y – 5)(x  y  5); 
á) p2 – x2  20x – 100  p2 – (x2 – 20x  100)  p2 – (x – 10)2  (p – (x – 10))(p  (x 

 10))  (p – x  10)(p  x  10); 
â) a3 – b3  a2 – 2ab  b2  (a3 – b3)  (a2 – 2ab  b2)  (a – b)(a2  ab  b2)  (a – b)2 

 (a – b)(a2  ab  b2  a – b); 
ã) c2  2cd  d2 – x2 – 2xy – y2  (c  d)2 – (x2  2xy  y2)  (c  d)2 – (x  y)2  ((c 

 d) – (x  y))(c  d)  (x  y))  (c  d – x – y)(c  d  x  y). 

2.3.4.  Квадратный трехчлен. Теорема Виета.  
Разложение квадратного трехчлена на линейные множители

Êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà 
ax2  bx  c  0, 

ãäå x — ïåðåìåííàÿ, a, b, c — íåêîòîðûå ÷èñëà, ïðè÷åì a  0. 
Åñëè a  1, òî òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàþò ïðèâåäåííûì. 
Íàïðèìåð, x2 – 7x  1  0 — ïðèâåäåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. 

Теорема Виета
Ñóììà êîðíåé ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà âòîðîìó êîýôôè-

öèåíòó, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, à ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ðàâíî ñâî-
áîäíîìó ÷ëåíó. 

Åñëè x
1
 è x

2
 — êîðíè ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2  px  q  0, òî 

x
1
  x

2
  –p, x

1
  x

2
  q. 

Теорема, обратная теореме Виета
Åñëè ÷èñëà x

1
 è x

2
 òàêèå, ÷òî x

1
  x

2
  –p, à x

1
  x

2
  q, òî x

1
 è x

2
 — êîðíè 

ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2  px  q  0. 
Ïî òåîðåìå Âèåòà ìîæíî óñòíî íàõîäèòü êîðíè ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ 

óðàâíåíèé. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: à) x2 – 13x  40  0; á) x2  5x – 14  0. 
Ðåøåíèå: 

à) Ïóñòü x
1
 è x

2
 — êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïî òåîðåìå Âèåòà x

1
  x

2
  40, ò. å. 

êîðíè îäíîãî çíàêà. x
1
  x

2
  13, ò. å. îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíûå. Î÷åâèäíî, 

÷òî x
1
  5, x

2
  8. 
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á) Ïî òåîðåìå Âèåòà x
1
  x

2
  –14, çíà÷èò, êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ. x

1
  x

2
  –5, 

ò. å. ìîäóëü îòðèöàòåëüíîãî êîðíÿ áîëüøå ìîäóëÿ ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ íà 
5. x

1
  –7, x

2
  2. 

Îòâåò: à) 5; 8; á) –7; 2. 
П р и м е р  2 . ×èñëî –9 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2  10x  q  0. Íàéòè âòîðîé 
êîðåíü óðàâíåíèÿ è êîýôôèöèåíò q. 

Ðåøåíèå: 
Ïî òåîðåìå Âèåòà x

1
  x

2
  –10, íî x

1
  –9, òîãäà x

2
  –1, ïîýòîìó q  x

1
  x

2
 –1  (–9)  9. 

Îòâåò: –1; 9. 
П р и м е р  3 . Óðàâíåíèÿ x2  px  8  0 èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, îäèí èç êîòî-
ðûõ â 4 ðàçà áîëüøå äðóãîãî. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ è êîýôôèöèåíò p. 

Ðåøåíèå: 
Ïî òåîðåìå Âèåòà x

1
  x

2
  8, à ïî óñëîâèþ x

1
  4x

2
, òîãäà 4x

2
  x

2
  8; x2

2 2,  ïî óñëî-

âèþ êîðíè ïîëîæèòåëüíûå, òîãäà x2 2,  x1 4 2.  − = + = + =p x x1 2 2 4 2 5 2;  

p = −5 2.

Îòâåò: 2  è 4 2;  p = −5 2.
П р и м е р  4 . Íå ðåøàÿ óðàâíåíèÿ x2 – 7x  9  0, íàéòè: 

à) x
1
  x

2
; á) x

1
  x

2
; â) 

1 1

1 2x x
;  ã) x x1

2
2
2;  ä) x x1

3
2
3.

Ðåøåíèå: 
à) Ïî òåîðåìå Âèåòà x

1
  x

2
  9; 

à) Ïî òåîðåìå Âèåòà x
1
  x

2
  7; 

â) 
1 1 7

91 2

2 1

1 2x x
x x
x x

+ =
+
⋅

= ;

ã) x x x x x x x x x x x x1
2

2
2

1
2

1 2 2
2

1 2 1 2
2

1 22 2 2+ = + + − = + − =( )  72 – 2  9  49 – 18  31; 

ä) x x x x x x x x x x x x x x1
3

2
3

1 2 1
2

1 2 2
2

1 2 1
2

2
2

1 2+ = + − + = + + − =( )( ) ( )( )  7  (31 – 9)  7  22  154. 

Ìíîãî÷ëåí âèäà ax2  bc  c, ãäå a  0, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì. 

Теорема 
Åñëè x

1
 è x

2
 — êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2  bx  c  0, òî êâàäðàòíûé 

òðåõ÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: 
ax2  bx  c  a(x – x

1
)(x – x

2
). 

Ïðèìå÷àíèå: åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ax2  bx  c  0 íå èìååò êîðíåé, òî 
êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2  bx  c íå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. 

П р и м е р  5 . Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2x2  3x – 5. 
Ðåøåíèå: 

Ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2x2  3x – 5  0. 

x
b b ac

a1 2

2 4

2

3 9 4 2 5

2 2

3 7

4,

( )
.=

− ± −
=

− ± − ⋅ ⋅ −
⋅

=
− ±

 

x1

3 7

4
2 5=

− −
= − , ;  x2

3 7

4
1=

− +
= .

Òîãäà 2x2  3x – 5  2(x – (–2,5))(x – 1)  2(x  2,5)(x – 1)  (2x  5)(x – 1). 

П р и м е р  6 . Ñîêðàòèòü äðîáü: 
6 5 1

4 1

2

2

x x
x
− +

−
.
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Ðåøåíèå: 
Ðåøèì óðàâíåíèå 6x2 – 5x  1  0. 

x
b b ac

a1 2

2 4

2

5 25 4 6 1

2 6

5 1

12, .=
− ± −

=
± − ⋅ ⋅

⋅
=

±
 x1

6

12

1

2
;  x2

5 1

12

4

12

1

3
=

−
= = .

Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ äðîáü â âèäå: 

6 5 1

4 1

6
1

2

1

3
2 1 2 1

2
1

2
2

2

x x
x

x x

x x

x− +
−

=
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

− +
=

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠

( )( )

⎟⎟ ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

− +
=

3
1

3
2 1 2 1

x

x x( )( )

− −
− +

=
−
+

( )( )

( )( )
.

2 1 3 1

2 1 2 1

3 1

2 1

x x
x x

x
x

2.3.5.  Степень и  корень многочлена с одной переменной

Áèíîìû (äâó÷ëåíû) ñ îäíîé ïåðåìåííîé âèäà (x  a), ãäå x — ïåðåìåííàÿ, 
à — ÷èñëî, ìîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü:

(x  a)1  x  a; 
(x  a)2  x2  2ax  a2; 

(x  a)3  x3  3x2a  3xa2  a3; 
(x  a)n  A

0
xn  A

1
xn–1a  A

2
xn–2a2  A

3
xn–3a3  …  An–1

xan–1  Ana
n. 

Òî åñòü åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â âûðàæåíèè (x  a)n, òî ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí 
ñ îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè n:

A
0
  An  1. 

Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òðåóãîëü-
íèêà Ïàñêàëÿ. Â ýòîì òðåóãîëüíèêå â êàæäîì ðÿäó ïî êðàÿì ñòîÿò åäèíèöû, 
à êàæäîå èç îñòàëüíûõ ÷èñåë ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ íàä íèìè 
ñëåâà è ñïðàâà. 

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Ñòåïåíü Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

(x  a)0 1

(x  a)1 1 1

(x  a)2 1 2 1

(x  a)3 1 3 3 1

(x  a)4 1 4 6 4 1

(x  a)5 1 5 10 10 5 1

(x  a)6 1 6 15 20 15 6 1

(x  a)7 1 7 21 35 35 21 7 1

(x  a)8 1 8 28 46 70 46 28 8 1

П р и м е р  1 . Èñïîëüçóÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, ðàçëîæèòü: 
à) (x  1)5; á) (x – 2)4; â) (x  1)7; ã) (x2 – 1)6. 

Ðåøåíèå: 
à) (x  1)5  x5  5x4  10x3  10x2  5x  1;
á) (x – 2)4  x4  4x3  (–2)  6x2  (–2)2  4  x  (–2)3  (–2)4  x4 – 8x3  24x2 – 32x – 16; 
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â) (x  1)7  x7  7x6  21x5  35x4  35x3  21x2  7x  1; 
ã) (x2 – 1)6  (x2)6  6  (x2)5  (–1)  15  (x2)4  (–1)2  20  (x2)3  (–1)3  15  (x2)2 

(–1)4  6  (x2)  (–1)5  (–1)6  x12 – 6x10  15x8 – 20x6  15x4 – 6x2 – 1.

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé â âèäå: 
f(x)  anx

n  an–1
xn–1  …  a

1
x  a

0
, 

ãäå n — ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, ai (i  0, 1, …, n) — êîýôôèöèåíòû, an — ñòàðøèé 
êîýôôèöèåíò, an  0. 

Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî x
0
, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ìíî-

ãî÷ëåíà ðàâíî íóëþ: f(x
0
)  0. 

Öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè 
åãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. 

П р и м е р  2 . Íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3  5x2  2x – 8  0. 
Ðåøåíèå: 

Öåëûå êîðíè ìîæíî èñêàòü ñðåäè ÷èñåë: –1; 1; –2; 2; –4; 4 è –8; 8. 
f(1)  1  5  2 – 8  0, x

1
  1; 

f(–1)  –1  5 – 2 – 8  0; 
f(2)  8  5  4  2  2 – 8  0; 

f(–2)  –8  20 – 4 – 8  0, x  –2; 
f(4)  64  5  16  8 – 8  0; 

f(–4)  –64  80 – 8 – 8  0, x
3
  –4. 

Îòâåò: –4; –2; 1. 

2.4.  Алгебраическая дробь

2.4.1.  Алгебраическая дробь. Сокращение дробей

Àëãåáðàè÷åñêàÿ äðîáü — ýòî äðîáü, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. 

Íàïðèìåð, 
3

2x
;  

a
a

+
−

7

7
;  

x y
x xy y

2

2 22

+
− +

;  
a
x

;  
3

b
.

Çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ äðîáü èìååò ñìûñë, íàçûâàþò äîïóñòè-
ìûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ. 

Íàïðèìåð, äëÿ äðîáè 
3

2x
 äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé 

x, êðîìå x  2. 
Äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè ÿâëÿþòñÿ âñå 

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êðîìå òåõ, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí íóëþ. 

Íàïðèìåð, äëÿ äðîáåé: 
x

x2 4
 x  2 è x  –2; 

5

4y
 y  4 è y  –4; 

a
a a2 3 2− +

 

a  1 è a  2; 
a

a a a
+

− +
1

1 5( )( )
 a  0, a  1 è a  –5. 

Основное свойство алгебраической дроби
Åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè óìíîæèòü èëè ðàçäå-

ëèòü íà îäèí è òîò æå íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, òî ïîëó÷èòñÿ äðîáü, ðàâíàÿ åé. 
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Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñîêðàùàòü äðîáè è ïðèâîäèòü èõ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. 
Ñîêðàòèòü àëãåáðàè÷åñêóþ äðîáü îçíà÷àåò ðàçäåëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíà-

òåëü íà îáùèé ìíîæèòåëü, íå ðàâíûé íóëþ. 

П р и м е р  1 . Ñîêðàòèòü äðîáè: 

à) 
28

35

4 7

5 7

4

5

2 2

2 3

2 2

2 2

x y
x y

x y
x y y y

=
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ;

á) 
−

=
− ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= −
15

40

5 3

5 8

3

8

2

2 2

2

2

mn
m n

m n
m m n m

;

â) 
6 3

8 4

3 2

4 2

3

4

a b
a b

a b
a b

−
−

=
−
−

=
( )

( )
;

ã) 
4 8

4 4

4 2

2

4

22 2

y
y y

y
y y

−
− +

=
−

−
=

−
( )

( )
;

ä) 
4 25

4 20 25

2 5 2 5

2 5

2 5

2 5

2 2

2 2 2

c x
c cx x

c x c x
c x

c x
c x

−
+ +

=
− +

+
=

−
+

( )( )

( )
;

å) 
8 4

2 2

4 2

2 2 2

4 2

22

a b
ab b ad bd

a b
b a b d a b

a b
a b b

+
+ − −

=
+

+ − +
=

+
+

( )

( ) ( )

( )

( )( −−
=

−2

4

2d b d)
;

æ) 
x
x

x x x
x

x x
3 2

28

2

2 2 4

2
2 4

+
+

=
+ − +

+
= − +

( )( )
;

ç) 
x xy y
x xy y

x xy xy y
x xy xy y

x x y y x2 2

2 2

2 2

2 2

3 2

2

2 2

2 2

2+ +
− −

=
+ + +
+ − −

=
+ +( ) ( ++
+ − +

=
y

x x y y x y
)

( ) ( )2

=
+ +
+ −

=
+
−

( )( )

( )( )
.

x y x y
x y x y

x y
x y

2

2

2

2

П р и м е р  2 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: y
x
x

=
−
+

2 1

1
.

Ðåøåíèå: 

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå 
x
x

x x
x

x
2 1

1

1 1

1
1

−
+

=
− +

+
= −

( )( )
 ïðè óñëîâèè, ÷òî x  1 

 0, ò. å. x  –1. 

Íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: y
x

x
=

−
≠ −

⎧
⎨
⎩

1

1

;

.

Ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ  
y  x – 1 ñ «âûêîëîòîé» òî÷êîé (–1; –2). 

2.4.2.  Действия с алгебраическими дробями

Сложение и вычитание алгебраических дробей
×òîáû ñëîæèòü (âû÷åñòü) äðîáè ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè, íóæíî ñëî-

æèòü (âû÷åñòü) èõ ÷èñëèòåëè, à çíàìåíàòåëè îñòàâèòü ïðåæíèìè. 

П р и м е р  1 . Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ: 

à) 
b

b
b

b
b b

b
b

b
b

b
b

b
−

+
−

=
− + −

=
−

=
−

=
−3

4

3 1

4

3 3 1

4

4 4

4

4 1

4

1( )
;

10

–1 –1–2

–2

–3 2 3

Ðèñ. 2.1
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á) 
a b
a b

a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b
a b

−
+

−
−

+
=

− − −
+

=
− − +

+
=

− −
+

=
3 3 3 3 3 3 2 2( )

=
− +

+
= −

2
2

( )
;

a b
a b

â) 
7 9

3

15

3

7 9

3

15

3

7 9 15

3

8 24

3

8c
c

c
c

c
c

c
c

c c
c

c
c

c−
−

−
−
−

=
−

−
+

−
−

=
− + −

−
=

−
−

=
−( 33

3
8

)
.

c −
=

×òîáû ñëîæèòü (âû÷åñòü) äðîáè ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè, íóæíî ñíà÷àëà 
ïðèâåñòè äðîáè ê îäíîìó çíàìåíàòåëþ, à çàòåì ñêëàäûâàòü (âû÷èòàòü) äðîáè 
ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè. 

П р и м е р  2 . Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ: 

à) 
5 4b
ac

c
b

;   

á) 
4

9

7

122 2 3x y xy
;  

â) 
2 2

2 2xy y x xy
;

ã) 
2

2

3

4

3 1

4 42 2x
x

x
x

x x+
−

+
−

+
+

− −
.

Ðåøåíèå: 
à) Îáùèì çíàìåíàòåëåì äâóõ äðîáåé áóäåò ïðîèçâåäåíèå èõ çíàìåíàòåëåé, ïî-

ýòîìó äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ ïåðâîé äðîáè — b, à äëÿ âòîðîé — añ: 

5 4 5 42 2b
ac

c
b

b ac
abc

b ac/ /

.+ =
+

á) Îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé — ïðîèçâåäåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíî-
ãî ÷èñåë 9 è 12, ò. å. 36, è ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ ñ íàèáîëüøèì ïîêàçàòåëåì, 
ñ êîòîðûìè îíè âõîäÿò â çíàìåíàòåëè, ò. å. îáùèì çíàìåíàòåëåì áóäåò 
36x2y3. Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ ïåðâîé äðîáè — 4y, äëÿ âòî-
ðîé — 3x: 

4

9

7

12

16 21

36

4

2 2

3

3 2 3

/ /

.
y x

x y xy
y x
x y

+ =
+

â) Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè íà ìíîæèòåëè: 
2 2 2 2 2 2 2

2 2xy y x xy y x y x x y
x y

xy x y
x y

xy x

x y

−
−

−
=

−
−

−
=

−
−

=
−
−

/ /

( ) ( ) ( )

( )

( yy xy)
.=

2

ã) 
2

2

3

4

3 1

4 4

2

2

3

2 2

3
2 2

2 22

x
x

x
x

x x x
x

x x
xx x

+
−

+
−

+
+

− −
=

+
+

+
− +

+
+− −/( ) /

( )( )

11

2

2

2

/

( )

x

x

+

−
=

=
− + + − + + + +

+ −
=

2 4 4 2 3 2 3 1

2 2

2

2

( ) ( )( ) ( ) )

( )( )

x x x x x x
x x

=
− + + + − − + + + +

+ −
=

+
+ −

2 8 8 3 2 6 3 6 2

2 2

6 4

2 2

2 2 2

2

2x x x x x x x x
x x

x
x x( )( ) ( )( )22

.

×òîáû ñëîæèòü (âû÷åñòü) äðîáü è öåëîå ÷èñëî, íóæíî öåëîå âûðàæåíèå ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì 1, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ñëîæå-
íèÿ (âû÷èòàíèÿ) äðîáåé ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè. 
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П р и м е р  3 . Ïðåîáðàçîâàòü â äðîáü âûðàæåíèå: x y
x y
x y

+ −
+
+

2 2

.

Ðåøåíèå: 

x y
x y
x y

x y x y
x y

x y x y
x y

x y

+ −
+
+

=
+

−
+
+

=
+ − +

+
=

+2 2 2 2 2 2 2

1

/ ( ) ( )

=
+ + − −

+
=

+
x xy y x y

x y
xy

x y

2 2 2 22 2
.

Умножение и деление алгебраических дробей. Возведение дроби в степени
×òîáû óìíîæèòü äðîáü íà äðîáü, íóæíî ïåðåìíîæèòü îòäåëüíî èõ ÷èñëèòåëè 

è çíàìåíàòåëè, ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñàòü â ÷èñëèòåëü, âòîðîå — â çíàìåíàòåëü. 
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðàâèëà ïîëó÷àåì è ïðàâèëî âîçâåäåíèÿ äðîáè â n-þ ñòåïåíü: 

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = .

П р и м е р  4 . Âûïîëíèòü óìíîæåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü: 

à) 
25

4

10

15

25 10

4 15

25

6

2

3

2

5

2 2

3 5 3

a
b

b
a

a b
b a a b

⋅ =
⋅

⋅
= ;

á) 12
3

16

12 3

16

92
3

2 2

3 3
m

mn
m
mn

m
n

⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

⋅
= − ;

â) −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

2

3

16

81

3

2

4 12 4

8

a b
m

a b
m

;

ã) −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

3

5

27

125

3

2

3 9 3

6

a b
c

a b
c ;

ä) 
3 1

1

1

9 1

3 1 1

1 1 3 1 3 1

1

12 2

a
a

a
a

a a
a a a a a

−
−

⋅
+

−
=

− +
− + − +

=
−

( )( )

( )( )( )( ) ( )(( )
;

3 1a +

å) 
a
x

x x
a a

a a x x
x x x a

2

3

2

2

2

2

1

1

1

2 1

1 1 1

1 1 1

−
−

⋅
+ +

+ +
=

− + + +
− + + +

( )( )( )

( )( )( )) ( )( )
;

2

1

1 1
=

−
− +
a

x a

æ) 
x xy xz yz
x xy xz yz

x xy x y
x xy x y

x x y z x y2

2

2

2

2 2

2 2

+ + +
− + −

⋅
− − +
+ − −

=
+ + +( ) ( ))

( ) ( )x x y z x y− + −
×

×
− − −
+ − +

=
+ + ⋅ − −
− +

x x y x y
x x y x y

x y x z x y x
x y x z

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )(

2

2

2

)) ( )( )
;

⋅ + −
=

x y x 2
1

ç) 16
16 4 16

64 4 64
16

16 16 4

64 64 4

1

1
n

n n

n n
n

n

n⋅
+ ⋅
− ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅

⋅ +
⋅ −

⎛+

+

( )

( )⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅

⋅
⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

2

4
4

6
2

2 20

2 60
( )

( )

( )
n

n

n

=
⋅

⋅
=

⋅
⋅

=
2 2

2 3

2 2

2 9

1

9

4 4 2

6 2

4 8

12

n n

n

n n

n

( )

( )
.

×òîáû ðàçäåëèòü îäíó äðîáü íà äðóãóþ, íóæíî ïåðâóþ äðîáü óìíîæèòü íà 
äðîáü, îáðàòíóþ âòîðîé: 

a
b

c
d

a
b

d
c

ad
bc

: ,= ⋅ =  b  0, c  0, d  0.
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П р и м е р  5 . Âûïîëíèòü äåëåíèå: 

à) 
18

5

6

15

18 15

5 6

93

4

4 3

4 4 3

a
b

a
b

a b
b a ab−

= −
⋅

⋅
= −: ;

á) − −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅
=14

28

5

14 5

28

5

2
2

2 3 2

2 3
xy

x y
z

xy z
x y

z
xy

: ;

â) 
5

7
10

5

7 10 14

2

3
2 2

2

3 2 2 5

mn
k

k n
mn

k k n
m
k

: ( ) ;− = −
⋅

= −

ã) 
3 9 9

2 2

2 2

2

2

a
a b

a ab
a b

a a b a b
a b a a b

a
a b−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+
−

=
⋅ − +

− ⋅ +
=

−
:

( )( )

( ) ( )
.

2.4.3.  Рациональные выражения и  их преобразования

Ðàöèîíàëüíûì âûðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ÷èñåë, 
áóêâ, èõ ñòåïåíåé, ñêîáîê è àðèôìåòè÷åñêèõ çíàêîâ. 

Íàïðèìåð, 2x2; 7; 
5 1

1

x
x

+
−

;  
2

4

2a b
a

b
a

+
− .

Ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò äåëåíèÿ 
íà âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííîé. 

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ 3x – 1; –3; 5xy – 1; 
x 3

4
;  

1

8
xy  — öåëûå. 

Ðàöèîíàëüíàÿ (àëãåáðàè÷åñêàÿ) äðîáü — ýòî äðîáü, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü 
è çíàìåíàòåëü ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. 

Тождественные преобразования рациональных выражений

П р и м е р  1 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 
a

a
a a

a
a

a a
a

a3

3

2 3

3

3 9

2

2 2−
+

+
+

⋅
+
−

−
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ .

Ðåøåíèå: 
1. Âûïîëíèì ñíà÷àëà äåéñòâèå â ñêîáêàõ. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì çíàìåíàòåëè íà 

ìíîæèòåëè è ïðèâåäåì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ: 
a

a a
a

a
a
a a

a
a a

a a
a a

a a+
−

−
−

=
+

−
−

− +
=

+ −
−

+3

3 9

3

3 3 3

3

32 2

3 2 2/ /

( ) ( )( )

( )

( )(( )a +
=

3

=
+ + −

− +
=

+
− +

=
+

− +
a a a
a a a

a
a a a

a
a a a

2 26 9

3 3

6 9

3 3

3 2 3

3 3( )( ) ( )( )

( )

( )( )
.

2. Âûïîëíèì óìíîæåíèå: 
a a

a
a

a a a
a a a
a a a a

2 3

2 3

3 2 3

3 3

3 3 2 3

2 3 3

+
+

⋅
+

− +
=

+ ⋅ +
+ ⋅ −

( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ++
=

−3

3

3)
.

a
3. Âûïîëíèì ñëîæåíèå: 

a
a a

a
a a

a
a

a
a3

3

3 3

3

3

3

3

3

3
1

−
+

−
=

−
−

−
=

−
−

= −
−
−

= − .

П р и м е р  2 . Äîêàçàòü òîæäåñòâî: 

a
a n

a
a n an

a
a n

a
a n

a n
a n+

−
+ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−
−

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

−
+2 2 2 22

: .
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Äîêàçàòåëüñòâî: 
Óïðîñòèì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè: 

a
a n

a
a n an

a
a n

a
a n

a
a n

a
a n

a n

+
−

+ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−
−

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

+
−

+
⎛

⎝

+

2 2 2 2 22
:

( )

/

⎜⎜
⎞

⎠
⎟ :

:
( )( ) ( )

:
( )(

/a
a n

a
a n a n

a an a
a n

a an a
a n a n

a n+

−
−

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+ −
+

+ −
− +

2

2

2

))
=

=
+ − ⋅ − +

+ ⋅ + −
=

−
+

( ) ( )( )

( ) ( )
.

a an a a n a n
a n a an a

a n
a n

2

2 2

Ïîëó÷èëè âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Òîæäåñòâî äî-
êàçàíî. 

2.5.  Квадратный корень из числа

2.5.1.  Свойства квадратных корней и  их применение в  вычислениях

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êâàäðàòíûõ êîðíåé ðàññìîòðåíû â ï. 1.4.1. 
Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà a íàçûâàþò ÷èñëî, êâàäðàò êî-

òîðîãî ðàâåí a. 
Íàïðèìåð, êâàäðàòíûìè êîðíÿìè èç ÷èñëà 36 áóäóò ÷èñëà 6 è –6, ïîñêîëüêó 

62  36 è (–6)2  36. 
Ïîýòîìó óðàâíåíèå âèäà x2  a ïðè a  0 èìååò äâà êîðíÿ: x a1  è x a2 = − .

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2  3 èìååò êîðíè: 3  è 3.

Íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå a  íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàòíûì êîðíåì. 

Основные свойства арифметического квадратного корня

ab a b= ⋅ ,  a  0, b  0; 

a
b

a

b
,  a  0, b  0; 

a an n2 ,  a  0

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî: 

a a2 .

Íàïðèìåð, 5 1 5 1 5 12, , , ;  ( ) .− = − =8 8 82

П р и м е р  1 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a a2 2 1  ïðè a  5; a  –1; a  –2. 
Ðåøåíèå: 

a a a a2 22 1 1 1+ + = + = +( ) .

à) Åñëè a  5, òî a  1   5  1   6   6; 
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á) åñëè a  –1, òî a  1   –1  1   0   0; 
â) åñëè a  –2, òî a  1   –2  1   –1   1. 
Îòâåò: 6; 0; 1.

Çíàê êâàäðàòíîãî êîðíÿ íàçûâàþò ðàäèêàëîì, à âûðàæåíèå âèäà a b c  
íàçûâàþò äâîéíûì ðàäèêàëîì. 

Преобразование двойных радикалов вида a b c+
Ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà

Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ òàêèõ âûðàæåíèé ñòðåìÿòñÿ îñâîáîäèòüñÿ îò âíåøíåãî 
ðàäèêàëà, ïðåäñòàâèòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â âèäå êâàäðàòà ñóììû èëè ðàç-
íîñòè äâóõ âûðàæåíèé. 

П р и м е р  2 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå, ïðåäñòàâèâ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â âèäå ïîë-
íîãî êâàäðàòà:

à) 4 2 3 3 2 3 1 3 2 3 1 1 3 1
2

2
2

+ = + + = ( ) + ⋅ ⋅ + = +( ) =

= + = +3 1 3 1;

á) 9 4 5 4 4 5 5 2 2 2 5 5 2 52
2 2

− = − + = − ⋅ ⋅ + ( ) = −( ) =

= − = −2 5 5 2  (÷èñëî 2 5 0− < ,  ïîýòîìó 2 5 2 5
2

−( ) = − −( ) ); 

â) 17 4 9 4 5 17 4 4 2 2 5 5 17 4 2 5
2

− + = − + ⋅ + = − +( ) =

= − + = − +( ) = − − = − = −17 4 2 5 17 4 2 5 17 8 4 5 9 4 5 5 2  (ñì. ïðè-
ìåð á). 

Ôîðìóëà äâîéíîãî ðàäèêàëà
Åñëè a  0 è b  0 è ðàçíîñòü a2 – b ðàâíà êâàäðàòó ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, 

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó: 

a b
a a b a a b

± =
+ −

±
− −2 2 2

2 2

П р и м е р  3 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 55 216.
Ðåøåíèå: 

Ïîñêîëüêó 55 216 2 809 532 − = = ,  ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äâîéíîãî 
ðàäèêàëà: 

55 216
55 55 216

2

55 55 216

2

55 53

2

2 2

+ =
+ −

+
− −

=
−

+

+
+

= + = + ⋅ = +
55 53

2
1 108 1 36 3 1 6 3.

Óïðîùåíèå äâîéíûõ ðàäèêàëîâ ñ ïåðåìåííîé
Òàê æå, êàê è â ìåòîäå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà, íåîáõîäèìî âûäåëèòü 

ïîëíûé êâàäðàò â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè. 
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П р и м е р  4 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
a a

a

− − −
− −

+
2 2 1

2 1
1,  åñëè a  2,2. 

Ðåøåíèå: 
Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè, ñòîÿùåì â ÷èñëèòåëå: 

a a

a

a a

a

− − −
− −

+ =
− − ⋅ − +

− −
+ =

2 2 1

2 1
1

2 2 1 2 1

2 1
1

( )

=
− −( )
− −

+ =
− −
− −

+
a

a

a

a

2 1

2 1
1

2 1

2 1
1

2

.

Åñëè a  2,2, òî âûðàæåíèå a − − <2 1 0,  ïîýòîìó:

a

a

a

a

− −
− −

+ =
− − −( )

− −
+ = − + =

2 1

2 1
1

2 1

2 1
1 1 1 0.

Выражение переменных из геометрических и физических формул
Ïîíÿòèå àðèôìåòè÷åñêîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èíîãäà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçî-

âàòü ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. 

П р и м е р  5 . Èç ôîðìóëû äàëüíîñòè ïîëåòà òåëà, áðîøåííîãî ñ íà÷àëüíîé ñêîðî-

ñòüþ ïîä óãëîì  ê ãîðèçîíòó l
v

g0
0
2 2

=
sin

,
α

 âûðàçèòü ñêîðîñòü v
0
. (Âñå âåëè÷è-

íû ïîëîæèòåëüíûå.) 
Ðåøåíèå: 

l
v

g0
0
2 2

=
sin

;
α

 v l g0
2

02sin ;α =  v
l g

0
2 0

2
=

sin
,

α
 ò. ê. âñå âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíûå, 

ïîýòîìó v
l g

0
0

2
=

sin
.

α

П р и м е р  6 . Èç ôîðìóë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øàðà S  4 r2 è îáúåìà øàðà V
r

=
4

3

2π
 

âûðàçèòü îáúåì øàðà V ÷åðåç ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S. (Âñå âåëè÷èíû ïîëîæè-
òåëüíûå.) 

Ðåøåíèå: 
Èç ôîðìóëû S  4 r2 íàéäåì ðàäèóñ øàðà r: 

4 r2  S; r
S2

4
=

π
;  

r
S S

= =
4 2π π

.  

Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó îáúåìà øàðà V: 

V
r

S
S S S S S

= =
⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
⋅ ( )

⋅ ( )
=

⋅
⋅ ⋅

=
4

3

4
2
3

4

3 2

4

3 8 6

3

3

3

3

π
π

π π

π

π
π π π

.
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Тренировочные тестовые задания к разделу 2

1. Íàéäèòå âòîðîé äâó÷ëåí â ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà  
5x2 – 45  5(x – 3)(…). 
1) (x – 5) 2) (x  3) 3) (x – 3) 4) (x  5)

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a âûðàæåíèå 
3

1a
 íå èìååò ñìûñëà? 

1) 1 2) –1; 1 3) 1; 0 4) 3

3. Óêàæèòå âûðàæåíèå, òîæäåñòâåííî ðàâíîå äðîáè 
a x
b y

−
+
4

2 3
.

1) 
x a
y b

−
+
4

3 2
 2) 

a x
b y

+
−
4

2 3
 3) 

4

2 2

x a
b y

 4) −
+
−

a x
y b

4

3 2

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
a
b

b
a

a
b

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟: 1  ïðè a 9 7 , b 6 7.

1) 
1

3
 2) 16 7  3) 3 7  4) 

2

3
5. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäàííûìè âûðàæåíèÿìè è âûðàæåíèÿìè, êî-

òîðûå èì òîæäåñòâåííî ðàâíû. 
À. 4b2  2ab  a2 
Á. (a  2b)(2a – b) 
Â. (2a – b)(b  2a) 

1) 2a2  3ab – 2b2 
2) b2 – 4a2 
3) 4a2 – b2 
4) (a  2b)2 

Îòâåò: À Á Â

6. Åñëè 
3 1

a
b

c
= − ,  òî a  …

1) 
3

1

c
bc

 2) 
bc

c
3

 3) 
c
bc3

 4) 
3b c

c

7. Åñëè 299 298+ = a,  òî 299 298   … 

1) 1 2) a – 1 3) 1 – a 4) 
1

a
8. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí x2  px  12 èìååò îòðèöàòåëüíûå êîðíè, îäèí èç êîòîðûõ 

â 3 ðàçà áîëüøå äðóãîãî. Êîýôôèöèåíò p ðàâåí: 
1) –8 2) 8 3) –6 4) 6

9. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 6 2 5,  ïðåäñòàâèâ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â âèäå ïîë-
íîãî êâàäðàòà. 

1) 5 1 2) 1 5  3) 5 1 4) 6 5

10. Ñîêðàòèòå äðîáü: 
2 3 2

2

2

2

x x
x x

+ −
+

.

1) −
+
2

2x
 2) 

2 1

2

x
x

 3) 
2

x
 4) 

2 1x
x
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11. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
−

+
x

x

2

5
 ïðè x  –3.

Îòâåò: __________________.

12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ y âûðàæåíèå 
3

2 12y y− +
 íå èìååò ñìûñëà? 

Îòâåò: __________________.

13. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
3

7
73

2

2 3m n mn⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ −( )  è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå ïðè m = −

1

3
; n  3. 

Îòâåò: __________________.

14. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ: 
a

a
a

2

1
1

+
− + .

Îòâåò: __________________.

15. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
a b
a b

a
b a

2 2 2

3 3

3

5 5

−
+

⋅
−

 ïðè a  2,5. 

Îòâåò: __________________.

16. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèÿ x2 – 5x  2  0, íàéäèòå x x1
2

2
2.

Îòâåò: __________________.

17. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå A  B  C, åñëè A  2a2 – 3ab  4b2, B  3a2  4ab – b2,  
C  a2  2ab  3b2. 
Îòâåò: __________________.

18. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèåòà, íàéäèòå êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà x2  7x – 30. 
Îòâåò: __________________.

19. Âû÷èñëèòå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè:

3
1

3
4

1

5
4 2

2

3
3

1

3
2

4

5
2 8

2

3
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅, , .

Îòâåò: __________________.

20. Âû÷èñëèòå: 28 10 3 28 10 3− + + .
Îòâåò: __________________.
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3.  Уравнения и  неравенства
Знать:  

-

Уметь:  

-

3.1.  Уравнения

3.1.1.  Уравнения с одной переменной, корень уравнения

Óðàâíåíèå ñ îäíîé ïåðåìåííîé — ýòî ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîå 
÷èñëî, îáîçíà÷åííîå áóêâîé. Íåèçâåñòíîå ÷èñëî â óðàâíåíèè íàçûâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé. 

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå 3x – 4  5x  1 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x; óðàâíåíèå 

3 1
4

( )y
y

+ =  ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ y. 

Âûðàæåíèå, çàïèñàííîå â óðàâíåíèè ñëåâà îò çíàêà ðàâåíñòâà, íàçûâàåòñÿ 
ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, à âûðàæåíèå, çàïèñàííîå ñïðàâà, — ïðàâîé ÷àñòüþ. 

Òàê, â óðàâíåíèè 3x – 4  5x  1 ëåâàÿ ÷àñòü: 3x – 4; ïðàâàÿ ÷àñòü: 5x  1. 
Êîðíåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå 

îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. 
Íàïðèìåð, ÷èñëî –2,5 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 3x – 4  5x  1, ïîñêîëüêó 

3  (–2,5) – 4  5  (–2,5)  1; –11,5  –11,5.
×èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó 3  1 – 4  5  1  1; 

–1  6. 

П р и м е р  1 . Êàêîå èç ÷èñåë 3, –2, 4 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 5x – 8  2x  4?
Ðåøåíèå:

Ïî îïðåäåëåíèþ êîðíÿ ïðè åãî ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïîñëåäíåå äîëæíî 
îáðàòèòüñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. 
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Ïóñòü x  3, òîãäà 5  3 – 8 äîëæíî áûòü ðàâíî 2  3  4, íî 7  10. 3 íå ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. 

Ïóñòü x  –2, òîãäà 5  (–2) – 8 äîëæíî áûòü ðàâíî 2  (–2)  4, íî –18  0. –2 
íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. 

Ïóñòü x  4, òîãäà 5  4 – 8  2  4  4, 12  12. 4 — êîðåíü óðàâíåíèÿ. 
Îòâåò: 4. 

Óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé. 
Íàïðèìåð:

à) óðàâíåíèå 5x  20 èìååò îäèí êîðåíü, x  4;
á) óðàâíåíèå x(x  3)(x – 7)  0 èìååò òðè êîðíÿ: x  0; x  –3 è x  7; 
â) óðàâíåíèå x  1  x íå èìååò êîðíåé, ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ x ëåâàÿ ÷àñòü íà 

åäèíèöó áîëüøå ïðàâîé; 
ã) óðàâíåíèå 5(x – 3)  5x – 15 èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî êîðíåé, ïîñêîëü-

êó îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî ïðè ëþáûõ x. 
Ðåøèòü óðàâíåíèå — ýòî çíà÷èò íàéòè âñå åãî êîðíè èëè äîêàçàòü, ÷òî êîð-

íåé íåò. 

Равносильные уравнения
Åñëè óðàâíåíèÿ èìåþò îäíè è òå æå êîðíè, ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíî-

ñèëüíûìè. 

Óðàâíåíèå 
x x( )−

=
1

2
0 è x2  x ðàâíîñèëüíû, ïîñêîëüêó èìåþò êîðíè: x  0 è x  1. 

Óðàâíåíèÿ, íå èìåþùèå êîðíåé, òàêæå ñ÷èòàþò ðàâíîñèëüíûìè.
Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ x  1  x è 3 – x  1 – x ðàâíîñèëüíû. 
Ïðîöåññ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå äàííîãî óðàâíåíèÿ äðó-

ãèì, ðàâíîñèëüíûì åìó.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé:
1. Ëþáîé ÷ëåí óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ, 

èçìåíèâ ïðè ýòîì åãî çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
2. Îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî, 

îòëè÷íîå îò íóëÿ. 

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 5(x – 3) – 2(x – 7)  7(2x  6)  7. 
Ðåøåíèå: 

Ðàñêðîåì ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ: 5x – 15 – 2x  14  14x  42  7. 
Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå: 17x  41  7. 
Ïåðåíåñåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èçìåíèâ ïðè ýòîì åãî 

çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé: 17x  7 – 41; 17x  –34. 
Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 17: x  –2. 

Îòâåò: –2. 

3.1.2.  Линейное уравнение

Óðàâíåíèå âèäà ax  b, ãäå x — ïåðåìåííàÿ, a è b — íåêîòîðûå ÷èñëà, íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì. 

Íàïðèìåð, 3x  1; –2x  5; − =
1

2
0x .
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Корни линейного уравнения вида ax = b
1) a  0, òîãäà x

b
a

 — îäèí êîðåíü; 

2) a  0, b  0, òîãäà 0  x  b, óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé; 
3) a  0 è b  0, òîãäà 0  x  0, óðàâíåíèå èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî êîðíåé, 

ò. å. ëþáîå ÷èñëî áóäåò êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. 
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê ëèíåéíûì.

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

à) –2x  1 – 3(x – 4)  4(3 – x)  4;  â) 
2 1

3

7 5

15

2

5

x x x+
−

+
=

−
;

á) 
3 7

4

9 11

8

3

2

x x x−
−

+
=

−
; ã) 8(1,3x  0,25) – 6,6x  3,8x  2. 

Ðåøåíèå:
à) Ðàñêðîåì ñêîáêè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäåì ïîäîáíûå 

ñëàãàåìûå:
–2x  1 – 3x  12  12 – 4x  4;

–5x  13  –4x  16. 
Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ ïåðåìåííîé â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ÷èñëà — 

â ïðàâóþ, ìåíÿÿ ïðè ýòîì çíàê ïåðåíîñèìîãî ñëàãàåìîãî íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé: 

–5x  4x  16 – 13; 
–x  3; 
x  –3. 

á) Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé, ò. å. íà 8, ïîëó-
÷èì: 

3 7

4
8

9 11

8
8

3

2
8

x x x−
⋅ −

+
⋅ =

−
⋅ ;

2(3x – 7) – (9x  11)  4(3 – x); 
6x – 14 – 9x – 11  12 – 4x; 

–3x – 25  12 – 4x; 
4x – 3x  12  25; 

x  37. 
â) Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé, ò. å. íà 15, ïîñ-

ëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì: 
5(2x  1) – (7x  5)  3(x – 2); 

10x  5 – 7x – 5  3x – 6; 
3x  3x – 6; 
3x – 3x  –6; 

0  x  –6. 
Óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèÿ x, ïðè 

êîòîðîì 0  –6. 
ã) Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå: 

10,4x  2 – 6,6x  3,8x  2; 
10,4x – 6,6x – 3,8x  2 – 2; 

0  x  0. 
Óðàâíåíèå èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî êîðíåé, ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì 

çíà÷åíèè x âåðíî ðàâåíñòâî 0  0. 
Îòâåò: à) 3; á) 37; â) êîðíåé íåò; ã) óðàâíåíèå èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî 

êîðíåé.
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Простейшие линейные уравнения с модулем
Óðàâíåíèå âèäà f(x)   a, ãäå f(x) — ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, a — ëþáîå 

÷èñëî, ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé: 
1) a  0 2) a  0 3) a  0
 f(x)  a èëè f(x)  –a  f(x)  0   êîðíåé íåò, ïîñêîëüêó 

f(x)   0

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå:
à) x   2,5;  â) 5x – 1   4;

á) x = −
1

3
;  ã) 2x – 1   x.

Ðåøåíèå: 
à) x

1
  2,5; x

2
  –2,5;

á) êîðíåé íåò;
â) 5x – 1  4 èëè 5x – 1  –4
 5x  5   5x  –3
 x

1
  1   x

2
  –0,6

ã) Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî x  0. Òîãäà:
 2x  1  x èëè 2x  1  –x
 x

1
  –1   3x

2
  –1

    x2

1

3
= −

Îáà êîðíÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîðîííèìè, ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x  0. 
Îòâåò: à) 2,5; –2,5; á) êîðíåé íåò; â) 1; –0,6; ã) êîðíåé íåò. 

Линейное уравнение с одной переменной, содержащее параметр
Âåëè÷èíà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî è ñîõðàíÿþùàÿ ñâîþ âåëè-

÷èíó, íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì. 
Èòàê, ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü: 

îäíî ðåøåíèå:

x
b
a

x — ëþáîå 
÷èñëî

êîðíåé íåò

ax  b

a  0 a  0,
b  0

a  0,
b  0

П р и м е р  3 . Ðåøèòü óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì: 
à) ax  0;  â) x  5  ax; x – ax  5; x(1 – a)  5;
á) mx  m;  ã) (a2 – 5a  6)x  a2  2a – 8. 

Ðåøåíèå: 
à) Åñëè a  0, òî 0  x  0, x — ëþáîå ÷èñëî. 

Åñëè a  0, òî x
a
0

0,  îäèí êîðåíü. 
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á) Åñëè m  0, òî 0  x  0, x — ëþáîå ÷èñëî. 

Åñëè m  0, òî x
m
m

;  x  1, îäèí êîðåíü. 

â) Åñëè a  1, òî 0  x  5, êîðíåé íåò. 

Åñëè a  1, òî x
a

=
−
5

1
.

ã) Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå a2 – 5a  6 è a2  2a – 8.
a2 – 5a  6  (a – 3)(a – 2); a2  2a – 8  (a  4)(a – 2). 
Òîãäà (a – 3)(a – 2)x  (a  4)(a – 2). 
Åñëè a  3, òî 0  x  7, êîðíåé íåò. 
Åñëè a  2, òî 0  x  0, x — ëþáîå ÷èñëî. 

Åñëè a  2 è a  3, òî x
a a
a a

=
+ −
− −

( )( )

( )( )
;

4 2

3 2
 x

a
a

=
+
−

4

3
;  îäèí êîðåíü. 

3.1.3.  Квадратное уравнение. Формула корней квадратного уравнения

Óðàâíåíèå âèäà ax2  bx  c  0, ãäå x — ïåðåìåííàÿ, a, b, c — íåêîòîðûå 
÷èñëà, ïðè÷åì a  0, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì.

×èñëà a, b è c — êîýôôèöèåíòû êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. a — ïåðâûé êîýô-
ôèöèåíò; b — âòîðîé êîýôôèöèåíò; c — ñâîáîäíûé ÷ëåí. 

Íàïðèìåð, 3x2  5x – 4  0 — êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïåðâûé êîýô-
ôèöèåíò a  3, âòîðîé êîýôôèöèåíò b  5, ñâîáîäíûé ÷ëåí c  –4. 

Åñëè ïåðâûé êîýôôèöèåíò a  1, óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì. 
Íàïðèìåð, x2 – 7x  9  0 — ïðèâåäåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. 
Åñëè â êâàäðàòíîì óðàâíåíèè b  0 è (èëè) c  0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ 

íåïîëíûì. 

Решение неполных квадратных уравнений

Âèäû óðàâíåíèé Ïðèìåðû 

c  0
ax2  bx  0
x(ax  b)  0

x
1
  0; x

b
a2 = −

2x2 – 7x  0
x(2x – 7)  0
x  0 èëè 2x – 7  0
x

1
  0  x

2
  3,5

b  0
ax2  c  0
ax2  –c:
à) c  0, êîðíåé íåò;

á) c  0, x
c
a1 2, = ± −

à) 3x2 – 9  0
 3x2  9
 x2  3

 x1 3;

 x2 3= −

á) x2  16  0
 x2  –16
 êîðíåé íåò

b  0, c  0
ax2  0
x  0

7x2  0
x2  0
x  0
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Решение полных квадратных уравнений
Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà: 
x2 – 6x  5  0; 
x2 – 6x  9 – 4  0; 
(x – 3)2  4
x – 3  2 èëè x – 3  –2
x

1
  5  x

2
  1. 

Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå
Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2  bx  c  0 ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì: 

Êâàäðàòíîå  
óðàâíåíèå

Äèñêðèìèíàíò  
D  b2 – 4ac

Êîðíè óðàâíåíèÿ

ax2  bx  c  0

D  0 x
b D

a1 2 2, =
− ±

D  0 êîðíåé íåò

D  0 x
b
a1 2 2, =

−

Åñëè çàïèñàòü âû÷èñëåíèå äèñêðèìèíàíòà è íàõîæäåíèå êîðíåé â îäíó ôîð-
ìóëó, ïîëó÷èì: 

x
b b ac

a1 2

2 4

2, =
− ± −

 (1)

П р и м е р  1 . Ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:
à) 2x2  3x  1  0; a  2, b  3, c  1;
á) 5x2 – 4x  10  0; a  5, b  –4, c  10;
â) x2 – 10x  25  0; a  1, b  –10, c  25.

Ðåøåíèå: 

à) x1 2

3 9 4 2 1

2 2

3 1

4, ;=
− ± − ⋅ ⋅

⋅
=

− ±
 x1

3 1

4
1=

− −
= − ;  x2

3 1

4

1

2
=

− +
= − ;

á) x1 2

3 9 4 2 1

2 2

3 1

4, ;=
− ± − ⋅ ⋅

⋅
=

− ±
x1 2

4 16 4 5 10

5 2, ;=
± − ⋅ ⋅

⋅
 

íî 16 – 4  5  10  0, êîðíåé íåò;

â) x1 2

3 9 4 2 1

2 2

3 1

4, ;=
− ± − ⋅ ⋅

⋅
=

− ±
x1 2

10 100 4 1 25

2 1

10

2
5, .=

± − ⋅ ⋅
⋅

= =

Îòâåò: à) 
1

2
; á) êîðíåé íåò; â) 5. 

Åñëè âòîðîé êîýôôèöèåíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2  2kx  c  0 ÷åòíûé 
(b  2k), ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëû:

x
k k ac

a1 2

2

, =
− ± − (2)
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Åñëè ïåðâûé êîýôôèöèåíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1 (à  1), à âòîðîé 
êîýôôèöèåíò ÷åòíûé (b  2k), òî ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó: 

x k k c1 2
2

, = − ± − (3)

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå:
à) 7x2 – 6x – 1  0; á) x2 – 16x – 161  0.

Ðåøåíèå: 
à) Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2): 

x1 2

3 9 7 1

7

3 9 7

7

3 4

7,

( )
;=

± − ⋅ −
=

± +
=

±
 x1

3 4

7

1

7
=

−
= − ;  x2

3 4

7
1=

+
= ;

á) Ïðèìåíèì ôîðìóëó (3): 

x1 2 8 64 161 8 225 8 15, ;= ± + = ± = ±  x
1
  8 – 15  –7; x

2
  8  15  23. 

Исследование квадратного уравнения по дискриминанту и коэффициентам

П р и м е р  3 . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a óðàâíåíèå ax2  (a  1)x  1  0 èìååò îäèí 
êîðåíü? 

Ðåøåíèå: 
Óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, åñëè äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ, ò. å. 

D  (a  1)2 – 4  a  1  a2  2a  1 – 4a  a2 – 2a  1  (a – 1)2. 
(a – 1)2  0, òîãäà a  1. 

Îòâåò: 1.
П р и м е р  4 . Ðåøèòü óðàâíåíèå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà b: x2  2x – b2  2b  0.

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ: 
D  22 – 4(–b2  2b)  1  4  4b2 – 8b  4b2 – 8b  4  4(b2 – 2b  1)  4(b – 1)2. 
Äàííîå óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü èëè äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ïîñêîëüêó  

D  4(b – 1)2  0. 

Åñëè b  1, D  0, îäèí êîðåíü x =
−

= −
2

2
1.

Åñëè b  1, D  0, äâà êîðíÿ x
b

1 2

22 4 1

2,

( )
;=

− ± −
 x b1 2

21 1, ( ) ;= − ± −  

x
1
  –1 – (b – 1)  –1 – b  1  –b; x

2
  –1  (b – 1)  –1  b – 1  b – 2. 

Îòâåò: ïðè b  1 x  –1; ïðè b  1 äâà êîðíÿ: x
1
  –b è x

2
  b – 2. 

3.1.4.  Решение рациональных уравнений. Решение иррациональных уравнений

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëåíû ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ 2x – 7  5(x – 1); x
x

+ =
1

3;  x
x
x

2 1

2
0−

−
+

=  ÿâëÿþòñÿ 

ðàöèîíàëüíûìè. 
Öåëûì íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðîãî 

ïðåäñòàâëåíû öåëûìè âûðàæåíèÿìè.

Íàïðèìåð, x2 – 3x  1  0; 
x

x
x

2

1

3
2+ =

−
 — öåëûå óðàâíåíèÿ. 
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Äðîáíûì íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî õîòÿ áû îäíà 
÷àñòü — äðîáíîå âûðàæåíèå. 

Íàïðèìåð, x x
x

2 1

2
− =

−
;  

3 1

1
1

x
x

−
+

= .

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:
1. Íàéòè îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå. 
2. Óìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü. 
3. Ðåøèòü ïîëó÷åííîå öåëîå óðàâíåíèå. 
4.  Èñêëþ÷èòü èç êîðíåé óðàâíåíèÿ òå, êîòîðûå îáðàùàþò â íóëü îáùèé çíàìå-

íàòåëü. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

à) 
x x
x

2

4
0

−
+

= ; á) 
4 1

1

2

0
2x

x

−

+
= ; â) 

x
x x x x

+
+ +

−
−

=
+

4

4 4 1

10

1 2

15

2 12
.

Ðåøåíèå: 
à) Èñïîëüçóåì óñëîâèå ðàâåíñòâà äðîáè íóëþ: ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè äîëæåí 

áûòü ðàâåí íóëþ, à çíàìåíàòåëü íå ðàâåí íóëþ: 
 x2 – x  0 è  x  4  0
 x(x – 1)  0   x  –4
 x

1
  0, x

2
  1

á) Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó à: 

 4x2 – 1  0; è  x + ≠
1

2
0;

x2 1

4
; x ≠ −

1

2

x1

1

2
;  x2

1

2
= − ,  íî âòîðîé êîðåíü ïîñòîðîííèé, ïîñêîëüêó ïðè x = −

1

2
 

çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü. 
â) Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëè è íàéäåì îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé, 

âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå:

x
x x x

x x x x+
+

+
−

=
+

− + − +4

2 1

10

2 1

15

2 1

2 1

2

2 1 2 1 2 12\ \( ) \( )( )

( )
.

Îáùèé çíàìåíàòåëü (2x  1)2(2x – 1) îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè x = −
1

2
 èëè 

x
1

2
. Çíà÷èò, ýòè ÷èñëà íå ìîãóò áûòü êîðíÿìè óðàâíåíèÿ. 

(x  4)(2x – 1)  10(2x  1)2  15(2x – 1)(2x  1); 
2x2 – x  8x – 4  40x2  40x  10  60x2 – 15; 

–18x2  47x  21  0; 
18x2 – 47x – 21  0; 

x1 2

47 2 209 4 18 21

36

47 61

36, ;=
± − ⋅ ⋅

=
±

 x1

47 61

36

7

18
=

−
= − ;  x2

47 61

36
3=

+
= .

Ñðåäè ïîëó÷åííûõ êîðíåé íåò ÷èñåë 
1

2
 èëè 

1

2
.

Îòâåò: à) 0 è 1; á) 
1

2
; â) 

7

18
;  3. 
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П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå 
x a x a

x

2 1

2
0

( )+ +
−

=  ñ ïàðàìåòðîì a. 

Ðåøåíèå: 
x2 – (a  1)x  a  0 è x – 2  0, x  2. 

Íàéäåì äèñêðèìèíàíò: 
D  (a  1)2 – 4a  a2  2a  1 – 4a  a2 – 2a  1  (a – 1)2; D a= ± −( );1

x
a a a

a1

1 1

2

2

2
=

+ + −
= =

( ) ( )
;  x

a a
2

1 1

2
1=

+ − −
=

( ) ( )
;

åñëè a  1, òî îäèí êîðåíü x
a

=
+

=
( )

.
1

2
1

Ïîëó÷èì, ÷òî x
1
  a, íî ïðè x  2 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò, ò. å. ïðè a  2 

ðåøåíèé íåò. 
Îòâåò: 1) åñëè a  2, êîðíåé íåò; 2) åñëè a  1, îäèí êîðåíü — 1; 3) åñëè a  2 

è a  1, òî óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: 1 è a. 

Решение иррациональных уравнений
Åñëè â óðàâíåíèè íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà ñîäåðæèòñÿ ïîä çíàêîì ðàäèêàëà, òî 

òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âîçâåäåíèå 

îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò èëè ñòåïåíü, ðàâíóþ ïîêàçàòåëþ êîðíÿ. 

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà (a — ÷èñëî) f x a( ) =

a  0
f(x)  a2 

a  0
ðåøåíèé íåò

П р и м е р  3 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

à) 2 1 3x + = ;   á) 5 1 0x − = ; â) x + = −1 3;
 2x  1  9;   5x – 1  0;  êîðíåé íåò.

 x  4. x
1

5
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà f x x( ) ( )== ϕϕ

Ðåøåíèå: 
f x x

x

( ) ( ),

( ) .

=
≥

⎧
⎨
⎩

ϕ
ϕ

2

0

П р и м е р  4 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x x+ =2 .
Ðåøåíèå: 

x x

x

+ =
≥

⎧
⎨
⎩

2

0

2,

;
 

x x

x

2 2 0

0

− − =
≥

⎧
⎨
⎩

,

;
 

x

x

x

=
= −

⎡

⎣
⎢

≥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2

1

0

,

,

;

 x  2. 

Îòâåò: 2. 
Ðåøåíèå áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì âîçâåäåíèÿ 

 îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò

П р и м е р  5 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: ( )( ) .x x x− + − =5 2 7 0
Ðåøåíèå: 

Èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàìåíèòü ñîâîêóïíîñòüþ óðàâíåíèé: 
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x – 5  0; x  2  0; x − =7 0  ïðè óñëîâèè, ÷òî x – 7  0; x  7. 
x

1
  5; x

2
  –2; x

3
  7, óñëîâèþ x  7 óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî êîðåíü x  7. 

Îòâåò: 7. 

Åñëè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äåëàåòñÿ ïðîâåðêà, òî ìîæíî ðåøàòü óðàâíå-
íèÿ, íå íàõîäÿ îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èëè ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ 
ïåðåõîäîâ, êàê â ïðèìåðå 4. 

П р и м е р  6 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x x+ − − =2 6 2.
Ðåøåíèå: 

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò: 

x x+ − −( ) =2 6 2
2

2;  x x x x+ − + − + − =2 2 2 6 6 4( )( ) ;

2 4 12 2 82x x x− − = − ;  x2 – 4x – 12  x2 – 8x  16; x  7. 
Ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî x  7 — êîðåíü óðàâíåíèÿ. 

Îòâåò: 7. 
Ìåòîä ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ

П р и м е р  7 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

à) 2 1 1 63 6x x+ − + = ; á) ( )( ) .x x x x+ + − + + =4 1 3 5 2 62

Ðåøåíèå: 
à) Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x t+ =16 .

Òîãäà 2t2 – t  6; 2t2 – t – 6  0; t
1
  2; t2

3

2
= − .

Âåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé: x + =1 26 ;  x  1  26; x  31; 

x + = −1
3

2
6 ;  êîðíåé íåò, ò. ê. x + ≥1 06 .

á) Ðàñêðîåì ñêîáêè: 

x x x x2 25 4 3 5 2 6+ + − + + =  èëè x x x x2 25 2 3 5 2 4 0+ + − + + − = .

Îáîçíà÷èì x x t2 5 2+ + = ,  ïîëó÷èì óðàâíåíèå t2 – 3t – 4  0. 
Óðàâíåíèå èìååò êîðíè t

1
  –1, t

2
  4. 

Óðàâíåíèå x x2 5 2 1+ + = −  íå èìååò ðåøåíèé, ò. ê. x x2 5 2 0+ + ≥ .

x x2 5 2 4+ + = ;  x2  5x  2  16; x2  5x – 14  0; x
1
  2; x

2
  –7.

Îòâåò: à) 31; á) –7; 2.

3.1.5.  Примеры решения уравнений высших степеней. Решение уравнений методом 
замены переменной. Решение уравнений методом разложения на множители

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ öåëûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé 
(ñòåïåíè áîëüøå 2). 

Метод разложения многочлена на множители
Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëåâàÿ ÷àñòü — ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé 

âîçìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè, à ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: à) x3  4x2 – 2x – 8  0; á) x3  x – 2  0.
à) Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â ëåâîé 

÷àñòè óðàâíåíèÿ: 
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(x3  4x2) – (2x  8)  0; x2(x  4) – 2(x  4)  0; 

(x  4)(x2 – 2)  0; ( ) ;x x x+ −( ) +( ) =4 2 2 0

x
1
  –4; x2 2;  x3 2= − .

á) x3 – 1  x – 1  0; 
(x – 1)(x2  x  1)  1(x – 1)  0; 
(x – 1)(x2  x  1  1)  0; 
(x – 1)(x2  x  2)  0; 
x – 1  0; x

1
  1 èëè x2  x  2  0, óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. 

Îòâåò: 1. 

Метод замены переменной
Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé — îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ è óíèâåðñàëüíûõ. 
Óðàâíåíèÿ âèäà ax4  bx2  c  0 íàçûâàþòñÿ áèêâàäðàòíûìè (a  0) è ðåøà-

þòñÿ ïóòåì çàìåíû x2  t.

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 4x4 – 17x2  4  0. 
Ðåøåíèå: 

Ñäåëàåì çàìåíó: x2  t, òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå 4t2 – 17t  4  0. 

t
b b ac

a1 2

2 4

2

17 289 4 4 4

8

17 15

8, ;=
− ± −

=
± − ⋅ ⋅

=
±

t1
17 15

8

32

8
4=

+
= = ;  t2

17 15

8

1

4
=

−
= .

Âåðíåìñÿ ê ïåðåìåííîé x: 
x2  4; x

1
  –2; x

2
  2; 

x2 1

4
;  x3

1

2
;  x4

1

2
= − .

Îòâåò: –2; 
1

2
;  

1

2
;  2. 

Èíîãäà â óðàâíåíèè âûãîäíî çàìåíèòü äðóãîé ïåðåìåííîé íå îäíî÷ëåí, à ìíî-
ãî÷ëåí èëè äðîáíîå âûðàæåíèå. 

П р и м е р  3 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

à) (2x2  x  1)(2x2  x  3)  8; á) 
x x

x
x

x x

2

2

4 9

3

3

4 9
2

+ +
−

+
−

+ +
= − .

Ðåøåíèå: 
à) Ñäåëàåì çàìåíó t  2x2  x  1, òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

t(t  2)  8; 
t2  2t – 8  0; 
t
1
  2; t

2
  –4. 

Âåðíåìñÿ ê ïåðåìåííîé x: 
2x2  x  1  2; 
2x2  x – 1  0; 

x
1
  –1; x2

1

2
;

2x2  x  1  –4; 
2x2  x  5  0; ýòî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. 
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á) Ñäåëàåì çàìåíó 
x x

x
t

2 4 9

3

+ +
−

= ,  ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

t
t

+ = −
1

2;  

t2  2t  1  0; 
(t  1)2  0; 

t  –1. 

Òîãäà 
x x

x

2 4 9

3
1

+ +
−

= − ;  x  3; 

x2  4x  9  –x  3; 
x2  5x  6  0; 
x

1
  –2; x

2
  –3. 

Îòâåò: à) –1; 
1

2
; á) –3; –2. 

Метод почленного деления уравнения на x2 с последующей заменой переменной
Óðàâíåíèÿ âèäà ax4  bx3  cx2  bx  c  0 è ax4  bx3  cx2  dx  m  0, ãäå 

a
m

b
d

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
2

,  íàçûâàþò âîçâðàòíûìè è ðåøàþò ìåòîäîì ïî÷ëåííîãî äåëåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ íà x2 è ïîñëåäóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííîé. 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3x4 – 2x3  4x2 – 4x  12  0. 
Ðåøåíèå: 

Çàìåòèì, ÷òî 
3

12

2

4

2

=
−
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ,  ò. ê. 

1

4

1

2

2

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ .

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå ïî÷ëåííî íà x2 (x  0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, 
è äåëåíèå íå ïðèâåäåò ê ïîòåðå êîðíÿ): 

3 2 4 4 12
0

4

2

3

2

2

2 2 2

x
x

x
x

x
x

x
x x

− + − + = ;  3 2 4
4 12

02
2

x x
x x

− + − + = ;

3
4

2
2

4 02
2

x
x

x
x

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + = .

Ñäåëàåì çàìåíó x
x

t+ =
2

,  òîãäà x
x

t+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

2
2

2,  ïîýòîìó x
x

t2
2

24
4

+ + = ,  çíà÷èò, 

x
x

t2
2

24
4+ = − ,  ïîëó÷èì 3(t2 – 4) – 2t  4; t

1
  2; t2

4

3
= − .

Âåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé: 

x
x

+ =
2

2;  x2 – 2x  2  0; ýòî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò; 

x
x

+ = −
2 4

3
;  3x2  4x  6  0; ýòî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. 

Îòâåò: êîðíåé íåò. 

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî íåñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. 

П р и м е р  5 . Ðåøèòü óðàâíåíèå:

à) x(x – 1)(x – 2)(x – 3)  15; á) x
x

x
2

2

2

9

3
27+

+
=

( )
.
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Ðåøåíèå: 
à) Ñãðóïïèðóåì ìíîæèòåëè x è (x – 3); (x – 1) è (x – 2), ïåðåìíîæèì x(x – 3) 

 (x – 1)(x – 2)  15; (x2 – 3x)(x2 – 3x  2)  15. 
Çàìåíà: x2 – 3x  t, òîãäà t(t  2)  15; t2  2t – 15  0; t

1
  3; t

2
  –5. 

x2 – 3x  3; x2 – 3x – 3  0; x1 2

3 21

2, ;=
±

x2 – 3x  –5; x2 – 3x  5  0; êîðíåé íåò. 
á) Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ — ñóììà êâàäðàòîâ, ïîýòîìó ïðèáàâèì ê îáåèì ÷à-

ñòÿì óðàâíåíèÿ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âûðàæåíèé: 

x x
x

x
x

x
x

x
x

2
2

2
2

3

3

9

3
27 2

3

3
−

+
+

+
= −

+( )
;  

x
x

x
x

x
−

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

+
3

3
27

6

3

2 2

;  
x

x
x

x

2 2 2

3
6

3
27 0

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

+
− = .

Çàìåíà: 
x

x
t

2

3+
= .  t2  6t – 27  0; t

1
  –9; t

2
  3. 

x
x

2

3
9

+
= − ;  x2  9x  27  0; êîðíåé íåò;

x
x

2

3
3

+
= ;  x  –3; x2 – 3x – 9  0; x1 2

3 3 5

2, .=
±

Îòâåò: à) 
3 21

2
; á) 

3 3 5

2
.

3.1.6.  Уравнение с двумя переменными. Решение уравнений с двумя переменными

Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y èìååò âèä: f(x; y)  (x; y), 
ãäå f è  — âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè x è y. 

Íàïðèìåð, x2  y2  xy; 2x  1  3y  x; xy  6 — óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåí-
íûìè. 

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ ïàðà çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. 

Íàïðèìåð, ïàðà ÷èñåë x  2, y  3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xy  6. 
Óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, èìåþùèå îäíè è òå æå êîðíè, íàçûâàþò 

ðàâíîñèëüíûìè. 
Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (x – 1)2  (y  2)2  4 è óðàâíåíèå x2  y2 – 2x  4y  1  0 

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. 
Óðàâíåíèÿ, íå èìåþùèå ðåøåíèé, òàêæå íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè. 
Óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìåþò òàêèå æå ñâîéñòâà, ÷òî è óðàâíåíèÿ 

ñ îäíîé ïåðåìåííîé: 

ýòîì åãî çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàí-
íîìó; 

íå ðàâíîå íóëþ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. 

П р и м е р  1 . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå: 5x  2y – 4  3(x  y – 1). 
Ðàñêðîåì ñêîáêè, ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ ïåðåìåííûìè â ëåâóþ ÷àñòü, èçìå-

íèâ ïðè ýòîì èõ çíàêè, à ÷èñëà — â ïðàâóþ ÷àñòü:
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5x  2y – 4  3x  3y – 3; 5x – 3x  2y – 3y  4 – 3; 2x  y  1. 
Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó. 
Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

П р и м е р  2 . Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x  y  7 ÿâëÿþòñÿ ïàðû ÷èñåë (3; 4); (4; 3); 
(–1; 8); (0; 7) è ò. ä. 

×òîáû íàéòè ïàðû òàêèõ ðåøåíèé, íóæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå â âèäå y  7 – x, 
çàäàòü çíà÷åíèå x è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y, ò. å. åñëè x  5, òî  
y  7 – x  7 – 5  2; åñëè x  –10, òî y  7 – (–10)  17 è ò. ä. 
П р и м е р  3 . Íàéòè íåñêîëüêî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xy – 2  2x – y. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî ñïîñîáîì, óêàçàííûì â ïðèìåðå 2, ýòî áóäåò ñäåëàòü ñëîæíî. 

Çàäàåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ x è ïîëó÷àåì ïðè ýòîì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y. 
Åñëè x  0, òî xy – 2  2x – y èìååò âèä –2  –y, y  2. Ïîëó÷èëè ïàðó (0; 2). 
Åñëè x  1, òî xy – 2  2x – y èìååò âèä y – 2  2 – y; 2y  4; y  2. Ïîëó÷èëè 

ïàðó (1; 2). 
Ìîæíî çàäàâàòü çíà÷åíèÿ y, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ x. 
Åñëè y  0, òî xy – 2  2x – y èìååò âèä –2  2x; x  –1. Ïîëó÷èëè ïàðó (–1; 0). 

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, íóæíî ïîä-
ñòàâèòü â íåãî ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå îäíîé ïåðåìåííîé è ðåøèòü óðàâíåíèå 
ñ îäíèì íåèçâåñòíûì îòíîñèòåëüíî âòîðîé.

График уравнения с двумя переменными
Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, 

êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñëóæàò ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. 
Íàïðèìåð, ãðàôèê ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ax  by  c  0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ïðÿìóþ; ãðàôèê óðàâíåíèÿ y  ax2  bx  c — ïàðàáîëó; ãðàôèê óðàâíåíèÿ xy 
 k (k  0) — ãèïåðáîëó. 

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ x2  y2  r2, ãäå x è y — ïåðåìåííûå, r — ïîëîæèòåëüíîå 
÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì, ðàâíûì r. 

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ (x – a)2  (y – b)2  r2, ãäå x è y — ïåðåìåííûå, r, a è b — 
÷èñëà (r  0), ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (a; b) è ðàäèóñîì r. 

П р и м е р  4 . 
y  x2 – 2x  1 xy  3 (x – 1)2  (y  2)2  4

1

1

0
–1–2–3 2 3 10

–1–2 2 3

10–1–2

2

–2

3

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà (ïîä-
ðîáíåå î ïîñòðîåíèè 
ïàðàáîë ñì. ï. 5.1.7)

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà 
(ïîäðîáíåå î ïîñòðîåíèè 
ãèïåðáîë ñì. ï. 5.1.6)

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü 
ñ öåíòðîì â òî÷êå (1; –2) 
è ðàäèóñîì, ðàâíûì 2 
(ïîäðîáíåå ñì. ï. 6.2.5)
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График линейного уравнения с двумя переменными
Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ax  by  c, íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ax  by  c  0.

Çàâèñèìîñòü Ãðàôèê 

b  0; a  0; c  0

y
a
b

x
c
b

= − +

2x  3y  6
Ãðàôèê ýòîãî óðàâíåíèÿ — ïðÿ-
ìàÿ. Ïîñòðîèì åå ïî äâóì òî÷êàì, 
íàïðèìåð (0; 2), (3; 0) 

1
0

–1–2 2

2
y

x

3

a  0; b  0; c  0

y
a
b

x= −
x  3y  0 èëè y x= −

1

3
Ãðàôèê ýòîãî óðàâíåíèÿ — ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò

10

–1

2 3

y

x

a  0; b  0; c  0 
ax  c

x
c
a

2x  5; 
x  2,5
Ãðàôèê ýòîãî óðàâíåíèÿ — ïðÿ-
ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy

1

0

–1
2 3

y

x

a  0; b  0; c  0
by  c

y
c
b

3y  –6; 
y  –2
Ãðàôèê ýòîãî óðàâíåíèÿ — ïðÿ-
ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Ox

1

0

–2
2 3

y

x

a  0; b  0; c  0
0  c

Óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò

a  b  c  0
0  0

Ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû.

П р и м е р  5 . Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû 
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ: 
à) (x – 2)(y  1)  0; á) (y – 2)2  (x  1)2. 

Ðåøåíèå: 
à) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âûðàæåíèé ðàâíî íóëþ, åñ-

ëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò. å.  
x – 2  0 èëè y  1  0, ò. å. x  2 èëè y  –1. Ãðà-
ôèêîì òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâå ïðÿìûå 
âèäà x  2 è y  –1. 

10

–1

2 3

Ðèñ. 3.1 
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á) (y – 2)2  (x  1)2, òîãäà (y – 2)  (x  1) èëè y – 2 
 x  1 èëè y – 2  –x – 1. Ïîëó÷àåì îáúåäèíåíèå 

äâóõ ïðÿìûõ y  x  3 è y  –x  1.

3.1.7.  Система уравнений; решение системы 
уравнений с двумя переменными

Ñèñòåìîé óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ äâà èëè áîëåå óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ íåîáõî-
äèìî íàéòè âñå îáùèå ðåøåíèÿ. 

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàïèñûâàþò ñòîëáèêîì è îáúåäèíÿþò ôèãóðíîé ñêîáêîé. 

Íàïðèìåð, 
x y

x y

+ =

− + =

⎧
⎨
⎩

3

1 02 2

,

;
 

x y z

x y z

x y z

+ + =
− + = −

− + − =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

7

2 3 1

2 0

,

,

.

×èñëî ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå ìîæåò íå ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó óðàâíåíèé. 
Ðåøèòü ñèñòåìó îçíà÷àåò íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, 

è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé. 
Äâå ñèñòåìû íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé. 
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè âñå óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå 

â ñèñòåìó, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. 

Íàïðèìåð, ñèñòåìà 
x y

x y

+ =
− + = −

⎧
⎨
⎩

3 5

2 3

,
 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. 

Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ ïàðà ÷èñåë, 
îáðàùàþùàÿ êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â âåðíîå ðàâåíñòâî. 

Íàïðèìåð, ïàðà ÷èñåë (–2; 1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 
x y

x y

+ = −
− = −

⎧
⎨
⎩

1

3 2 8

,

.

Ãðàôèêîì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïî-
ýòîìó êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. 

Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííû-
ìè â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ.

Ïóñòü äàíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: 
a x b y c

a x b y c
1 1 1

2 2 2

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

.

Çàâèñèìîñòü  
êîýôôèöèåíòîâ

Ãðàôè÷åñêàÿ  
èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðèìåðû

Åñëè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ≠ ,  ñè-

ñòåìà ðåøåíèé íå èìååò 0

1
2

1) a
1
x  b

1
y  c

1
; 2) a

2
x  b

2
y  c

2

Ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî÷åê 
ïåðåñå÷åíèÿ íåò

2 4 3

4 8 7

x y

x y

− =
− + =

⎧
⎨
⎩

,

;
 

2

4

4

8

3

7−
=

−
≠ ;   

ðåøåíèé íåò

1
1

0

2

3

–3

Ðèñ. 3.2 
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Çàâèñèìîñòü  
êîýôôèöèåíòîâ

Ãðàôè÷åñêàÿ  
èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðèìåðû

Åñëè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

,  ñè-

ñòåìà èìååò áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé (íåîïðåäåëåííà)

0

1
2

1) a
1
x  b

1
y  c

1
; 2) a

2
x  b

2
y  c

2

Ïðÿìûå ñîâïàäàþò, âñå òî÷êè 
ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

5 3 1

10 6 2

x y

x y

+ =
− − = −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

5

10

3

6

1

2−
=

−
=

−
;

áåñêîíå÷íîå 
ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé

a
a

b
b

1

2

1

2

≠  — îäíî ðåøåíèå
1

2

y0

x0

1) a
1
x  b

1
y  c

1
; 2) a

2
x  b

2
y  c

2

Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî÷êà 
ïåðåñå÷åíèÿ (x

0
; y

0
) — ðåøå-

íèå ñèñòåìû

3 4 2

6 7 1

x y

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

,

;

îäíî ðåøåíèå

П р и м е р  1 . Â ëèíåéíîì óðàâíåíèè íàéòè çíà÷åíèå x, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 
óðàâíåíèÿ 2x – y  5 ïðè y  –3. 

Ðåøåíèå: 
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå y  –3 â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì 2x – (–3)  5; 2x  3  5;  

2x  2; x  1. 
Îòâåò: 1. 

П р и м е р  2 . Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé: 
x y

x y

2 1

2 3 4

+ = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

,

.

Èç ïàð ÷èñåë íàéòè òó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýòîé ñèñòåìå: 
à) (–1; 2); á) (1; –2); á) x  1; y  –2.

Ðåøåíèå: 
à) x  –1; y  2. Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x y

x y

2 1

2 3 4

+ = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

( ) ,

( ) ;

− + ≠ −
⋅ − + ⋅ ≠ −

⎧
⎨
⎩

1 2 1

2 1 2 3 4

2

 (–1; 2) íå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé. 

á) x  1; y  –2 Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 
x y

x y

2 1

2 3 4

+ = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

1 2 1 1 1

2 1 3 2 4 4 4

2 − = − − = −
× + × − = − − = −

⎧
⎨
⎩

� ,

( ) � ;

âåðíî, ò. ê.

âåðíî, ò. ê.

—

—
 

(1; –2) óäîâëåòâîðÿåò äàííîé ñèñòåìå. 
П р и м е р  3 . Èçâåñòíî, ÷òî ïàðà ÷èñåë x  –3; y  1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 

óðàâíåíèé: 
ax y

x by

− = −
− + =

⎧
⎨
⎩

3 9

2 11

,

.
 Íàéòè a è b. 

Ðåøåíèå: 
Ïî óñëîâèþ x  –3, y  1 — ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ò. å. ïðè ïîäñòàíîâ-

êå ýòèõ ÷èñåë â óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì âåðíûå ðàâåíñòâà. 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïîäñòàâèì ýòè ÷èñëà â ñèñòåìó: 
a

b

⋅ − − ⋅ = −
− ⋅ − + ⋅ =

⎧
⎨
⎩

( ) ,

( ) ;

3 3 1 9

2 3 1 11
 

− − = −
+ =

⎧
⎨
⎩

3 3 9

6 11

a

b

,

;
 

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

2

5

,

.

Îòâåò: a  2, b  5. 
П р и м е р  4 . Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé? 

à) 
x y

x y

+ =
+ = −

⎧
⎨
⎩

4

1

,

;
 á) 

2 8

2 1

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

,

;
 â) 

y x

x y

= −
+ = −

⎧
⎨
⎩

3

6 2 1

,

;
 ã) 

y x

x y

= −
− =

⎧
⎨
⎩

3

2 2 6

,

.

Ðåøåíèå: 

Ñèñòåìà 
a x b y c

a x b y c
1 1 1

2 2 2

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,
 èìååò ðåøåíèå, åñëè 

a
a

b
b

1

2

1

2

≠ ;

ïðè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ≠  — ðåøåíèé íåò; 

ïðè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

 — áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. 

à) 
x y

x y

+ =
+ = −

⎧
⎨
⎩

4

1

,

;
 a

1
  1, b

1
  1, c

1
  4; a

2
  1, b

2
  1, c

2
  –1, ò. å. 

1

1

1

1

4

1
= ≠

−
,  ñèñòåìà 

íå èìååò ðåøåíèÿ. 

á) 
2 8

2 1

x y

x y

+ =
− = −

⎧
⎨
⎩

,

;
 a

1
  2, b

1
  1, c

1
  8; a

2
  2, b

2
  –1, c

1
  1, ò. å. 

2

2

1

1
≠

−
,  ñèñòåìà 

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

â) 
y x

x y

= −
+ = −

⎧
⎨
⎩

3

6 2 1

,

.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó â âèäå: 
3 0

6 2 1

x y

x y

+ =
+ = −

⎧
⎨
⎩

,

;
 a

1
  3, b

1
  1, c

1
  0; a

2
  6, b

2
  2, 

c
2
  –1, ò. å. 

3

6

1

2

0

1
= ≠

−
,  ðåøåíèé íåò. 

ã) 
y x

x y

= −
− =

⎧
⎨
⎩

3

2 2 6

,

.
 Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó â âèäå: 

x y

x y

− =
− =

⎧
⎨
⎩

3

2 2 6

,

;
 a

1
  1, b

1
  –1, c

1
  3; 

a
2
  2, b

2
  –2, c

2
  6, ò. å. 

1

2

1

2

3

6
=

−
−

= . Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî 

ðåøåíèé. 

3.1.8.  Система двух линейных уравнений с двумя переменными: решение 
подстановкой и  алгебраическим сложением

Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà
a x b y c

a x b y c
1 1 1

2 2 2

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

;

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè x è y; a
1
, b

1
, c

1
 è a

2
, 

b
2
, c

2
 — íåêîòîðûå ÷èñëà. 
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Основные методы решения систем двух линейных уравнений
Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá

×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì, íåîáõî-
äèìî: 
1) ïîñòðîèòü ãðàôèêè óðàâíåíèé â îäíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè; 
2) íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ èëè óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ãðà-

ôèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ (ïàðàëëåëüíû) èëè ñîâïàäàþò; 
3) åñëè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ — öåëûå ÷èñëà, ñäåëàòü ïðîâåðêó; åñëè 

íåò, òî îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííî, ìîãóò ëè ïîëó÷åííûå ÷èñëà ÿâëÿòüñÿ ðåøå-
íèÿìè;

4) çàïèñàòü îòâåò. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

4

3 2 7

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé: x – y  4; y  x – 4. 

x 0 4

y –4 0

3x  2y  7; y  –1,5x  3,5. 

x 1 –1

y 2 5

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ x  3, y  –1.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó: 
x y

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

4

3 2 7

,

;
 3 – (–1)  4;  

3  3  2  (–1)  7 — âåðíî. 
Îòâåò: (3; –1). 

Способ подстановки для решения систем двух линейных уравнений с двумя переменными
×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè, íåîáõî-

äèìî:
1) âûðàçèòü îäíó ïåðåìåííóþ èç êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÷åðåç äðóãóþ; 
2) ïîäñòàâèòü âìåñòî ýòîé ïåðåìåííîé â äðóãîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîå âûðàæå-

íèå; 
3) ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñ îäíîé ïåðåìåííîé; 
4) íàéòè ñîîòâåòñòâåííîå çíà÷åíèå äðóãîé ïåðåìåííîé; 
5) çàïèñàòü îòâåò. 

П р и м е р  2 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè: 
3 4 3

3 18

x y

y x

+ = −
− =

⎧
⎨
⎩

,

.
Ðåøåíèå: 

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì y è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïåð-
âîå óðàâíåíèå: 

y – 3x  18; y  3x  18; 3x  4(3x  18)  –3. 
Ðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñ îäíîé ïåðåìåííîé: 

3x  12x  72  –3; 15x  –75; x  –5. 

1

1

0
–1

–1

–4

–2

–3

3 4

2

5

2

Ðèñ. 3.3 



3.1. Уравнения 99

Íàéäåì ñîîòâåòñòâåííîå çíà÷åíèå y: 
y  3x  18  3  (–5)  18  3. 

Îòâåò: (–5; 3). 

Способ сложения для решения систем двух линейных уравнений с двумя переменными

П р и м е р  3 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñïîñîáîì ñëîæåíèÿ: 
2 7

3 2

x y

x y

+ =
− = −

⎧
⎨
⎩

,

.
Ðåøåíèå: 

Â óðàâíåíèÿõ ýòîé ñèñòåìû êîýôôèöèåíòû ïðè y ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíû-
ìè ÷èñëàìè. 

Ñëîæèì ïî÷ëåííî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé: 
+

+ =
− = −

⎧
⎨
⎩

= =

2 7

3 2

5 5 1

x y

x y

x x

,

,

; .

Ïîäñòàâèì x  1 â ïåðâîå óðàâíåíèå: 2  1  y  7; y  5. 
Îòâåò: (1; 5). 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñïîñîáîì ñëîæåíèÿ: 
6 5 8

4 7 2

x y

x y

+ = −
+ =

⎧
⎨
⎩

,

.

Ðåøåíèå: 
Óìíîæèì îáå ÷àñòè îáîèõ óðàâíåíèé íà òàêèå ÷èñëà, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû 

ïðè îäíîé èç ïåðåìåííûõ ñòàëè ïðîòèâîïîëîæíûìè ÷èñëàìè, íàïðèìåð, ïåðâîå 
óðàâíåíèå óìíîæèì ïî÷ëåííî íà 2, à âòîðîå — íà –3: 

6 5 8

4 7 2

2

3

x y

x y

+ = −
+ =

⎧
⎨
⎩

⋅
⋅ −

,

; ( )
 

+
+ = −

− − = −
⎧
⎨
⎩

− = − =

12 10 16

12 21 6

11 22 2

x y

x y

y y

,

,

; .
Ïîäñòàâèì y  2 â ïåðâîå óðàâíåíèå: 6x  5  2  –8; 6x  –8 – 10; x  –3. 

Îòâåò: (–3; 2). 

Решение систем линейных уравнений, содержащих переменную под знаком модуля

П р и м е р  5 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
y x

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

1

,

.

Ðåøåíèå: 

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ y
y y

y y
=

≥
− <

⎧
⎨
⎩

, ,

, .

åñëè

åñëè

0

0

Ïîýòîìó èìååì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé: 

à) y  0; 
+

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

= = =

y x

x y

y y x

1

1

2 2 1 0

,

;

; ; .

 

Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y  0.

 

á) y  0; 
+

− =
− =

⎧
⎨
⎩

=

y x

x y

1

1

0 2

,

;

;

 

íå èìååò ðåøåíèÿ.

 

Îòâåò: (0; 1). 



3. Уравнения и  неравенства100

П р и м е р  6 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

y x

− + − =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 5 1

2 5

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ: 

x
x x

x x
− =

− ≥
− + <

⎧
⎨
⎩

2
2 2

2 2

, ,

,

åñëè

åñëè
 è y

y y

y y
− =

− ≥
− + <

⎧
⎨
⎩

5
5 5

5 5

, ,

, .

åñëè

åñëè

Èìååì ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ ñèñòåì óðàâíåíèé: 

à) 
x

y

≥
≥

⎧
⎨
⎩

2

5

,

;
 

x y

y x

− + − =
− + =

⎧
⎨
⎩

2 5 1

2 5

,

;
 

+
+ =

− + =
⎧
⎨
⎩

=

x y

x y

y

8

3

2 11

,

,

;

 y  5,5; x  8 – 5,5  2,5. 

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (2,5; 5,5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x 2, y  5. 

á) 
x

y

≥
<

⎧
⎨
⎩

2

5

,

;
 

x y

y x

− − + =
− + =

⎧
⎨
⎩

2 5 1

2 5

,

;
 

+
− = −

− + =
⎧
⎨
⎩

=

x y

x y

2

3

0 1

,

,

;

 ðåøåíèé íåò. 

â) 
x

y

<
≥

⎧
⎨
⎩

2

5

,

;
 

− + + − =
+ − =

⎧
⎨
⎩

x y

y x

2 5 1

2 5

,

;
 

+
− + =

+ =
⎧
⎨
⎩

=

x y

x y

y

4

7

2 11

,

,

;

 y  5,5; x  7 – 5,5  1,5. 

 Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (1,5; 5,5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x  2, y  5. 

ã) 
x

y

<
<

⎧
⎨
⎩

2

5

,

;
 

− + − + =
+ − =

⎧
⎨
⎩

x y

y x

2 5 1

2 5

,

;
 

x y

x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

6

7

,

;
 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. 

Îòâåò: (2,5; 5,5); (1,5; 5,5). 

Исследование системы уравнений с двумя переменными  
(система линейных уравнений с параметрами)

Ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
a x b y c

a x b y c
1 1 1

2 2 2

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

a
a

b
b

1

2

1

2

≠ ;

a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ≠ ;

a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

.

Èñïîëüçóåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïà-
ðàìåòðîì. 

П р и м е р  7 . Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà: 
( ) ,

( )

a x y a

a x ay

+ − =
− + =

⎧
⎨
⎩

1

3 9

à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (òðåáóåòñÿ åãî íàéòè); 
á) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé; 
â) ðåøåíèé íå èìååò. 



3.1. Уравнения 101

Ðåøåíèå: 
Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè 

a
a a

+
−

≠
−1

3

1
;  a(a  1)  –a  3; a2  2a – 3  0; a  1; a  –3. 

Ðàññìîòðèì, ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà ïðè a  1 è a  –3. 

Åñëè a  1, òî ñèñòåìà ïðèìåò âèä 
2 1

2 9

x y

x y

− =
− + = −

⎧
⎨
⎩

,

.

Ïîëó÷èì 
2

2

1

1

1

9−
=

−
≠

−
.

Ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. 

Åñëè a  –3, ñèñòåìà ïðèìåò âèä: 
− − = −
− − = −

⎧
⎨
⎩

2 3

6 3 9

x y

x x

,

;
 ò. å. 

−
−

=
−
−

=
−
−

2

6

1

3

3

9
.

Èòàê, ïðè a  1, a  –3 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íàéäåì åãî. 
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì y: y  (a  1)x – a; y  ax  x – a. 
Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå: 

(a – 3)x  a(ax  x – a)  –9; 
ax – 3x  a2x  ax – a2  –9; 

a2x  2ax – 3  a2 – 9; 
(a2  2a – 3)x  a2 – 9. 

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî a â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè: 
(a – 1)(a  3)x  (a – 3)(a  3), 

íî a  1 è a  –3, êîýôôèöèåíò ïðè x íå ðàâåí íóëþ, 

x
a a
a a

=
− +
− +

( )( )

( )( )
;

3 3

1 3
 x

a
a

=
−
−

3

1
;  

y ax x a
a a
a

a
a

a
a a a a a

a
a= + − =

−
−

+
−
−

− =
− + − − +

−
=−( ) /3

1

3

1

3 1

1
1

2 2

=
− −

−
=

+
−

a
a

a
a

1

1

1

1
.

Îòâåò: à) åñëè a  1; a  –3, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà 

a
a

a
a

−
−

+
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

3

1

1

1
; ;  á) åñëè a  –3, ñèñòåìà èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî 

ðåøåíèé; â) åñëè a  1, ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. 

3.1.9.  Уравнения и  системы уравнений с несколькими переменными  
(уравнения в  целых числах) 

Óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ è áîëåå ïåðåìåííûìè âèäà 
f(x; y)  (x; y) (ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè),

f(x; y; z)  (x; y; z) (ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè), 
ãäå f è  — âûðàæåíèÿ ñ ýòèìè ïåðåìåííûìè, 
÷àñòî íåîáõîäèìî óìåòü ðåøàòü â çàäà÷àõ ñ öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè. 

П р и м е р  1 . Ó÷àùèåñÿ 9 êëàññà ñîáèðàëè ãðèáû, âñåãî ñîáðàëè 217 ãðèáîâ, ïðè÷åì 
êàæäûé ñîáðàë îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ïðèåõàëî çà ãðèáàìè, 
åñëè èõ áûëî áîëüøå 10 ÷åëîâåê? 



3. Уравнения и  неравенства102

Ðåøåíèå: 

Ïóñòü x ó÷åíèêîâ ñîáðàëè êàæäûé ïî y ãðèáîâ, òîãäà xy  217 èëè x
y

217
.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ó÷àùèõñÿ — ýòî öåëîå ÷èñëî, y — äåëèòåëü ÷èñëà 217. 
×èñëî 217 èìååò äåëèòåëè: 1, 7 è 31. Òàê êàê ÷èñëî ó÷åíèêîâ áîëåå 10, òî èõ 
áûëî 31. 
Îòâåò: 31. 

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííû-
ìè â öåëûõ ÷èñëàõ.

П р и м е р  2 . Íàéòè öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2x2 – xy – y2  5. 
Ðåøåíèå: 

Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè: 
2x2 – xy – y2  2x2  xy – 2xy – y2  x(2x  y) – y(2x  y)  (x – y)(2x  y). 

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå (x – y)(2x  y)  5. 
×èñëî 5 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë, ñ ó÷åòîì 

ïîðÿäêà, ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè: 
5  1  5; 5  5  1; 5  (–1)  (–5) è 5  (–5)  (–1). 

Ïîëó÷èì ÷åòûðå ñèñòåìû: 
x y

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

1

2 5

,

;
 

x y

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

5

2 1

,

;
 

x y

x y

− = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

1

2 5

,

;
 è 

x y

x y

− = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

5

2 1

,

.

Âñå ñèñòåìû èìåþò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî: 
(2; 1); (2; –3); (–2; –1); (–2; 3). 

П р и м е р  3 . Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: 2x2 – 2xy  9x  y  2. 
Ðåøåíèå: 

Âûðàçèì y ÷åðåç x: 
2x2 – 2xy  9x  y  2; 
y – 2xy  2 – 2x2 – 9x; 

y(1 – 2x)  –2x2 – 9x  2; 

y
x x

x
=

+ −
−

2 9 2

2 1

2

.

Ïîëó÷åííàÿ äðîáü — íåïðàâèëüíàÿ, ïîñêîëüêó ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áîëüøå 
ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü: 

2 9 2

2 1

2 10 5 3

2 1

2

2 1

10 5

2 1

3

2 1

2 2 2x x
x

x x x
x

x x
x

x
x x

+ −
−

=
− + − +

−
=

−
−

+
−
−

+
−

=

=
−

−
+

−
−

+
−

= + +
−

x x
x

x
x x

x
x

( ) ( )
;

2 1

2 1

5 2 1

2 1

3

2 1
5

3

2 1

ò. å. y x
x

= + +
−

5
3

2 1
.

Ïîñêîëüêó x è y — öåëûå ÷èñëà, 
3

2 1x
 äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ýòî âîç-

ìîæíî, åñëè âûðàæåíèå 2x – 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 3, ò. å. 1 è 3. 
Ïîëó÷èì: 

2x – 1  1; x  1; y = + +
⋅ −

=1 5
3

2 1 1
9;

2x – 1  –1; x  0; y = + +
−

0 5
3

0 1
;  y  2; 
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2x – 1  3; x  2; y = + +
⋅ −

2 5
3

2 2 1
;  y  8; 

2x – 1  –3; x  –1; y = − + +
⋅ − −

1 5
3

2 1 1( )
;  y  3. 

Îòâåò: (1; 9); (0; 2); (2; 8); (–1; 3). 

Системы уравнений с тремя переменными
Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

y z

z x

x y

+ =
+ = −
+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

3

5

4

,

,

.

Ðåøåíèå: 
Ñèñòåìó ýòèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè èëè 

ñïîñîáîì ñëîæåíèÿ. 

+
+ =
+ = −

⎧
⎨
⎩

+ + = −

y z

z x

z x y

3

5

2 2

,

,

,

 íî x  y  4 (òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû), 

òîãäà 2z  4  –2; z  –3. 
Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ: 

y – 3  3; y  6; 
–3  x  –5; x  –2. 

Îòâåò: (–2; 6; –3). 

П р и м е р  5 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

xy

xz

yz

=
=
=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

27

3

4

,

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïåðåìíîæèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè âñåõ òðåõ óðàâíåíèé: 

xy  xz  yz  27  3  4; x2y2z2  324, òîãäà (xyz)2  324; xyz  18. 
Ðàçäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ: 

xyz
xy

=
±18

27
;  z = ±

2

3
;  

xyz
xy

=
±18

3
;   

y  6; 
xyz
yz

=
±18

4
;  x  4,5. 

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òðîéêà ðåøåíèé äîëæíà ñîäåðæàòü ÷èñëà îäíîãî çíàêà, 
ïîñêîëüêó ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíû. 

Îòâåò: 4 5 6
2

3
, ; ;

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  è − − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟4 5 6

2

3
, ; ; .

3.1.10. Решение простейших нелинейных систем уравнений с двумя переменными

Íåëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé òàê æå, êàê è ëèíåéíûå, ðåøàþòñÿ ñïîñîáîì 
ïîäñòàíîâêè è àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä çà-
ìåíû ïåðåìåííîé, ïî÷ëåííîå óìíîæåíèå è äåëåíèå óðàâíåíèé. 
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Способ подстановки

П р и м е р  1 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x y

x
y

( ) ,

.

+ =

+
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 16

1
4

Ðåøåíèå: 
Çàìåòèì, ÷òî ïðè y  –1 ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. 
Âûðàçèì x èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ: x  4(y  1), ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå 

â ïåðâîå óðàâíåíèå: 
4(y  1)(y  1)  16; (y  1)2  4. 

Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé: 
y  1  2; y

1
  1; x

1
  4(y  1)  4  (1  1)  8; 

è y  1  –2; y
2
  –3; x

2
  4(y  1)  4  (–3  1)  –8. 

Îòâåò: (8; 1) è (–8; –3). 

П р и м е р  2 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x xy y

3 3

2 2

124

31

− =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïðèìåíèì ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ ôîðìóëó ðàçíîñòè êóáîâ: 

(x – y)(x2  xy  y2)  124, íî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ: x2  xy  y2  31. 
Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå: 

(y  4)2  y(y  4)  y2  31; 
y2  8y  16  y2  4y  y2 – 31  0; 

3y2  12y – 15  0; 
y2  4y – 5  0; 

y
1
  1; x

1
  y  4  1  4  5; y

2
  –5; x

2
  y  4  –5  4  –1. 

Îòâåò: (5; 1) è (–1; –5). 

Метод алгебраического сложения

П р и м е р  3 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
7 0

5 0

− + − =
− + − =

⎧
⎨
⎩

x y xy

y x xy

,

.

Ðåøåíèå: 
Ñëîæèì è âû÷òåì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ: 

+
− + − =
− + − =

⎧
⎨
⎩

− =
=

7 0

5 0

12 2 0

6

x y xy

y x xy

xy

xy

,

;

;

;

 

−
− + − =
− + − =

⎧
⎨
⎩

− + =
− =

7 0

5 0

2 2 2 0

1

x y xy

y x xy

x y

x y

,

;

;

.

Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

xy

− =
=

⎧
⎨
⎩

2

6

,

.

Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x  y  1, ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå: 
y(y  1)  6; y2  y – 6  0; y

1
  –3; y

2
  2; 

x
1
  y

1
  1  –3  1  –2; x

2
  y

2
  1  2  1  3. 

Îòâåò: (–2; –3); (3; 2). 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

y x

2

2

2 1 0

2 1 0

+ + =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
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Ðåøåíèå: 
Ñëîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì: 

x2  2y  1  y2  2x  1  0; 
(x2  2x  1)  (y2  2y  1)  0; 

(x  1)2  (y  1)2  0. 
Ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ âûðàæåíèé ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 

êàæäîå èç íèõ ðàâíî íóëþ: 
(x  1)2  0 è (y  1)2  0. 
Çíà÷èò, x  –1 è y  –1. 

Îòâåò: (–1; –1). 

Метод почленного умножения и деления систем уравнений

П р и м е р  5 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

5 7

7 5

32

128

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïî÷ëåííî óìíîæèì è ðàçäåëèì óðàâíåíèÿ (x  0, y  0): 

x y x y

x y
x y

5 7 7 5

5 7

7 5

32 128

32

128

⋅ = ⋅

=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

,

;
 

x y

y
x

12 12 5 7

2

2

2 2

1

4

= ⋅

=

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

,

;

( ) ,

;

xy

y
x

12 12

2 2

2

1

2

=

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 
xy

y
x

= ±

= ±

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

1

2

,

.

Èç äàííîé ñèñòåìû ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ó÷òåì, 

÷òî x è y îäíîãî çíàêà. Òîãäà: 
xy

x y

=
=

⎧
⎨
⎩

2

2

,

;
 2y2  2; y  1; x  2. 

Îòâåò: (2; 1) è (–2; –1). 

Метод замены переменной
Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé — íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ìåòîä, êîòîðûé ïðè-

ìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. 

П р и м е р  6 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé: 
3

2

1

2

2

5

7

2

2

2

3

5

x y x y

x y x y

+
+

−
=

+
+

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ðåøåíèå: 

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: 

1

2

1

2

x y
t

x y
z

+
=

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 

3
2

5

7 2
3

5

5

5

t z

t z

+ =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⋅

⋅

,

;

 
15 5 2

35 10 3

2t z

t z

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

⋅ −,

;

( )
 

+
− − = −

+ =
⎧
⎨
⎩

= − = −

30 10 4

35 10 3

5 1
1

5

t z

t z

t t

,

,

; .
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Ïîäñòàâèì t = −
1

5
 â ïåðâîå óðàâíåíèå: − + =

3

5

2

5
z ;  z  1. 

Âåðíåìñÿ ê íà÷àëüíûì ïåðåìåííûì: 

1

2

1

5

1

2
1

x y

x y

+
= −

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

 

Ñëîæèì ïî÷ëåííî: 
+

+ = −
− =

⎧
⎨
⎩

= − = −

2 5

2 1

4 4 1

x y

x y

x x

,

,

; .

 (Ïðè óñëîâèè, ÷òî 2x  y.)

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x â ïåðâîå óðàâíåíèå: –2  y  –5; y  –3. 
Îòâåò: (–1; –3). 

Ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è òîãäà, êîãäà çàìåíó öåëå-
ñîîáðàçíî ñäåëàòü ñíà÷àëà òîëüêî â îäíîì èç óðàâíåíèé. 

Èñïîëüçóåì ýòîò ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. 

П р и м е р  7 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y
x y

x y
x y

xy x y

−
+

+
+
−

=

− − =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

26

5

6 6 6

,

.

Ðåøåíèå: 
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé òîëüêî â ïåðâîì óðàâíåíèè è ðåøèì ýòî óðàâíåíèå: 

x y
x y

t
−
+

= ,  t  0, x  y.

t
t

+ =
1 26

5
;  5t2 – 26t  5  0; t

1
  5, t2

1

5
,  îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû. 

à) t  5; 
x y
x y

−
+

= 5;  
x y
x y

−
+

= 25;  x – y  25x  25y. 

 Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 
12 13

6 6 6 12

x y

xy x y

= −
− − =

⎧
⎨
⎩ ⋅

,

;
 12xy – 12  6x – 12  6y  6. 

 Ïîäñòàâèì âìåñòî 12x âûðàæåíèå –13y. 
 –13y  y – (–13y)  6 – 72y  72; 
 13y2 – 6y  72  0; êîðíåé íåò. 

á) t
1

5
;  

x y
x y

−
+

=
1

5
;  

x y
x y

−
+

=
1

25
;  25x – 25y  x  y; 12x  13y. 

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
12 13

6 6 6 12

x y

xy x y

=
− − =

⎧
⎨
⎩ ⋅

,

;
 12x  y – 12x  6 – 72y  72; 

13y  y – 13y  6 – 72y – 72  0; 13y2 – 150y – 72  0; 

y
1
  12; x y1

13

12
13;  y2

6

13
= − ;  x y1

13

12

1

2
= = − .

Îòâåò: (13; 12); − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

2

6

13
; .
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Åñëè â ñèñòåìå óðàâíåíèé çàìåíà x íà y è y íà x ïðèâîäèò ê òîé æå ñèñòåìå, 
òî òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè. Èõ ðåøàþò ìåòîäîì çàìåíû 
ïåðåìåííîé âèäà: 

x y t

xy z

+ =
=

⎧
⎨
⎩

,

.

П р и м е р  8 . Ðåøèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x xy y

x y xy

+ + =

+ + =

⎧
⎨
⎩

3 9

72 2

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( ) ,

;

x y xy

x xy y xy xy

+ + =

+ + − + =

⎧
⎨
⎩

3 9

2 2 72 2
 

( ) ,

( ) .

x y xy

x y xy

+ + =

+ − =

⎧
⎨
⎩

3 9

72

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: 
x y t

xy z

+ =
=

⎧
⎨
⎩

,

;
 ïîëó÷èì: 

t z

t z

+ =

− =

⎧
⎨
⎩ ⋅

3 9

7 32

,

;
 

+
+ =

− =

⎧
⎨
⎩

+ =

t z

t z

t t

3 9

3 3 21

3 30

2

2

,

,

;

 

3t2  t – 30  0; 

t1
10

3
= − ;  z

t
1 3

3
3

10

9
4

1

9
= − = + = ;  t

2
  3; z

t
2 3

3
2= − = .

Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì: 

x y

xy

+ = −

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

10

3

4
1

9

,

.

 Ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. 

x y

xy

+ =
=

⎧
⎨
⎩

3

2

,

.
 Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ (2; 1) è (1; 2). 

Îòâåò: (2; 1) è (1; 2). 

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ — îäíî÷ëåíû 
îäíîé è òîé æå ñòåïåíè, à ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ.

Íàïðèìåð, 2x – y  0 — îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè; 
3x2  2xy – y2  0 — îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè.
Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñâîäÿùèåñÿ ê íèì ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïî-

÷ëåííîãî äåëåíèÿ è çàìåíû ïåðåìåííîé. 

П р и м е р  9 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x xy y

x y

2 2

2 2

3 2 0

20

− + =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû — îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîé ñòå-

ïåíè. Ðàçäåëèì åãî ïî÷ëåííî íà y2 (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïàðà x  0, y  0 íå 
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû). 
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x
y

xy
y

y
y

2

2 2

2

2

3 2
0− + = ;  

x
y

x
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + =

2

3 2 0.

Çàìåíà: 
x
y

t,  òîãäà t2 – 3t  2  0; t
1
  2; t

2
  1, ò. å. 

x
y

2  èëè 
x
y

1.

Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì: 

1) 

x
y

x y

=

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2

202 2

,

;

 x  2y; (2y)2  y2  20; 5y2  20; y  2, x  4; (4; 2) è (–4; –2); 

2) 

x
y

x y

=

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1

202 2

,

;

 x  y; x2  x2  20; 2x2  20; x2  10; x = ± 10,  y = ± 10;  

10 10;( )  è − −( )10 10; .

Îòâåò: (4; 2); (–4; –2); 10 10; ;( )  − −( )10 10; .

П р и м е р  1 0 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x x y y

x x y y

2 2

2 2

2 4

3 3

− + =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ: x
x x

x x
=

≥
− <

⎧
⎨
⎩

, ,

, .

0

0
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 

à) x  0. Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 
x xy y

x xy y

2 2

2 2

2 4

3 3

− + =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

( ) ,

.

x y

x xy y

− =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

2 2

4

3 3
Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì: 

x y

x xy y

− =

− − =

⎧
⎨
⎩

2

3 32 2

,

;
 è 

x y

x xy y

− = −

− − =

⎧
⎨
⎩

2

3 32 2

,

.

Ðåøèì èõ ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè: 

1) 
x y

y y y y

= +

+ − + − =

⎧
⎨
⎩

2

2 3 2 32 2

,

( ) ( ) ;
 y2  4y  4 – 3y2 – 6y – y2 – 3  0; 3y2  2y – 1  0; 

y
1
  1; x

1
  y  2  3; y2

1

3
= − ;  x y2 2 2

1

3
1

2

3
= + = − = ;  x

1
 è x

2
 óäîâëåòâîðÿþò 

óñëîâèþ x  0; 

2) 
x y

y y y y

= −

− − − − =

⎧
⎨
⎩

2

2 3 2 32 2

,

( ) ( ) ;
 y2 – 4y  4 – 3y2  6y – y2 – 3  0; 3y2 – 2y – 1  0; 

y
3
  –1; x

3
  y – 2  –3; y4

1

3
;  x y4 2

1

3
2 1

2

3
= − = − = − ;  êîðíè x

3
 è x

4
 íå 

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x  0; 

á) x  0, òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä: 
x xy y

x xy y

2 2

2 2

2 4

3 3

+ + =

+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

( ) ,

.

x y

x xy y

+ =

+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

2 2

4

3 3

Èìååì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì: 
x y

x xy y

+ =

+ − =

⎧
⎨
⎩

2

3 32 2

,

;
 è 

x y

x xy y

+ = −

+ − =

⎧
⎨
⎩

2

3 32 2

,

.
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Ðåøèì èõ ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè: 
1) x  2 – y; (2 – y)2  3y(2 – y) – y2  3; 3y2 – 2y – 1  0; y

5
  –1; x

5
  2 – y  3; 

y6

1

3
;  x y6 2 2

1

3
1

2

3
= − = − = ;  êîðíè x

5
 è x

6
 íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x  0.

2) x  –y – 2; (–y – 2)2  3y(–y – 2) – y2 – 3  0; 3y2  2y – 1  0; y
7
  1;  

x
7
  –y – 2  –3; y8

1

3
= − ;  x y8 2

1

3
2 1

2

3
= − − = − = − ;  x

7
 è x

8
 íå óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ x  0. 

Îòâåò: (3; 1); 1
2

3

1

3
; ;−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  (–3; –1) è − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

2

3

1

3
; .

Исследование нелинейных систем уравнений (системы уравнений с параметром)

П р и м е р  1 1 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y a

xy a

+ = −

= +

⎧
⎨
⎩

2

2 4 2

,
, ãäå a — ïàðàìåòð.

Ðåøåíèå: 
Èñêëþ÷èì ïàðàìåòð a èç äàííîé ñèñòåìû. 
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì: a  2 – x – y. 
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå à âî âòîðîå óðàâíåíèå: 2xy  4  (2 – x – y)2. 
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé: (a  b  c)2  a2  b2  c2  2ab  2ac  2bc. 

(2 – x – y)2  4  x2  y2 – 4x – 4y  2xy. 
Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: 

2xy  4  4  x2  y2 – 4x – 4y  2xy èëè x2 – 4x  4  y2 – 4y  4  0, 
ò. å. (x – 2)2  (y – 2)2  0. 

Ñóììà êâàäðàòîâ âûðàæåíèé ðàâíà íóëþ, åñëè êàæäîå èç âûðàæåíèé ðàâíî 
íóëþ, ò. å. x  2, y  2. 

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå: 
2  2  2 – a, ò. å. a  –2. 

Îòâåò: ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè a  2, ýòî ðåøåíèå (2; 2). 

П р и м е р  1 2 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
ax xy a

x ax y

2

2 2

2 0

2 0

− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
 ãäå a — ïàðàìåòð. 

Ðåøåíèå: 
Îáà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x 

ïðè óñëîâèè, ÷òî a  0. 

Äèñêðèìèíàíò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: 
D

y a1 2 2

4
= − .

Äèñêðèìèíàíò âòîðîãî óðàâíåíèÿ: 
D

a y2 2 2

4
= − .

Òàê êàê ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ  
D

1
  0 è D

2
  0, òî ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ y2 – a2  0 èëè y2  a2. 

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò âèä: 
x2 – 2ax  a2  0 èëè (x – a)2  0, x  a. 

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèè: 
à) y  a. 

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ax2 – 2ax  a  0
a(x – 1)2  0; 
a  0, òîãäà x  1, îòñþäà a  1 è y  1; 
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á) y  –a. 
ax2  2ax  a  0 èëè a(x  1)2  0, a  0, òîãäà x  –1, a  –1, y  1. 
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé a  0. 

Ñèñòåìà ïðèìåò âèä: 
xy

x y

=

+ =

⎧
⎨
⎩

0

02 2

,

;
 ò. å. x  0, y  0.

Îòâåò: à) åñëè a  0, òî x  0, y  0; á) åñëè a  1, òî x  1, y  1; â) åñëè a 
 –1, òî x  1, y  –1; ã) åñëè a  0, a  1, a  –1, ðåøåíèé íåò. 

3.2.  Неравенства

3.2.1.  Числовые неравенства и  их свойства

Îïðåäåëåíèå Ïðèìåðû

Åñëè a áîëüøå b, òî çàïèñûâàþò: a  b.
Åñëè a ìåíüøå b, òî çàïèñûâàþò: a  b.
Âûðàæåíèÿ a  b è a  b íàçûâàþòñÿ íåðà-
âåíñòâàìè

10  2;  –5  0;
–7  –5;  –100  0,001
3  0;  

×èñëî a áîëüøå ÷èñëà b, åñëè a – b  0: 
a  b  a – b  0

×èñëî a ìåíüøå ÷èñëà b, åñëè a – b  0: 
a  b  a – b  0

×èñëî a ðàâíî ÷èñëó b, åñëè a – b  0: 
a  b  a – b  0

« » — çíàê ðàâíîñèëüíîñòè. 
Åñëè a – b  3, òî a  b;
Åñëè a – b  –0,1, òî a  b;
Åñëè a – b  0, òî a  b

Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé áîëüøåå ÷èñëî 
èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæå-
íà ñïðàâà îò ìåíüøåãî ÷èñëà, à ìåíüøåå 
÷èñëî — òî÷êîé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà 
ñëåâà îò áîëüøåãî ÷èñëà 

a b
 a  b

m kn
 m  n  k

Çíàêè  è  — çíàêè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ a  b, m  k
(a ìåíüøå b; m áîëüøå k)

Çíàêè  è  — çíàêè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ p  n
(p ìåíüøå èëè ðàâíî n èëè p — 
íå áîëüøå n);

a  m
(a áîëüøå èëè ðàâíî m, a íå 
ìåíüøå m)

a  b, m  n — íåðàâåíñòâà îäíîãî çíàêà 
(èëè a  b, m  n)

3  2 è –7  – 10;
2  7 è –3  1 — íåðàâåíñòâà 
îäíîãî çíàêà

a  b, m  k èëè a  b, m  k — 
íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ

2,3  5 è –1  –10; 
5  –3 è –2  0 — íåðàâåíñòâà 
ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà ìîæíî äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâà. 
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П р и м е р  1 . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî âåðíî: 
(a  7)(a  1)  (a  2)(a  6). 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Íàéäåì ðàçíîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà:
(a  2)(a  6) – (a  7)(a  1)  a2  6a  2a  12 – a2 – a – 7a – 7  5  0. 

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðè ëþáûõ a áîëüøå ëåâîé ÷àñòè, 
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Ýòèì ìåòîäîì äîêàçûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îïîðíûå íåðàâåíñòâà. 

П р и м е р  2 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë íå 

ìåíüøå äâóõ: 
a
b

b
a

+ ≥ 2,  ãäå a  0, b  0. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Íàéäåì ðàçíîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà: 

a b
aba

b
b

a
a b ab

ab
a b

ab

/ /
/ ( )

,+ − =
+ −

=
−

≥2
2

0
2 2 2

 

ïîñêîëüêó (a – b)2  0, a  0, b  0. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè a  b. 

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äâóõ ÷èñåë 
a b+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2
,  

ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ab( )  è ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 

2
1 1

a b
+

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: 

2
1 1 2
a b

ab
a b

+
≤ ≤

+
,  a  0, b  0. 

Ñ ïîìîùüþ îïîðíûõ íåðàâåíñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî äîêàçûâàòü ðÿä íå-
ðàâåíñòâ. 
П р и м е р  3 . Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî: (a  b)(ab  1)  4ab, åñëè a  0, b  0. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 

Èñïîëüçóåì îïîðíûå íåðàâåíñòâà: 
a b

ab
+

≥
2

,  a  0, b  0. 

Çàïèøåì âåðíûå íåðàâåíñòâà: 
a b

ab
+

≥
2

 è 
ab

ab
+

≥
1

2
.

Ïî÷ëåííî ïåðåìíîæèì ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: 
( )( )a b ab

ab
+ +

≥
1

4
 èëè (a  b)(ab  1)  4ab, 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Åñëè a  b, òî b  a;
åñëè a  b, òî b  a

Åñëè 10  2, òî 2  10;
åñëè –7  –1, òî –1  –7

Ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè: 
åñëè a  b è b  c, òî a  c

Åñëè 10  1 è 1  –4, òî 
10  –4

Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì âåðíîãî íåðàâåíñòâà ïðèáàâèòü 
îäíî è òî æå ÷èñëî, òî ïîëó÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî:

åñëè a  b, òî a  c  b  c

Åñëè 20  3, òî 20  1  3 
 1, ò. å. 21  4 è 20 – 4 
 3 – 4, ò. å. 16  –1
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Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Åñëè îáå ÷àñòè âåðíîãî íåðàâåíñòâà óìíîæèòü íà 
îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èì 
âåðíîå íåðàâåíñòâî:

åñëè a  b è c  0, òî ac  bc

Åñëè 7  –3,1 è 5  0, 
òî 7  5  –3,1  5, ò. å.  
35  –15,5 

Åñëè îáå ÷àñòè âåðíîãî íåðàâåíñòâà óìíîæèòü íà 
îäíî è òî æå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è çíàê íåðà-
âåíñòâà èçìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ïîëó-
÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî:

åñëè a  b; c  0, òî ac  bc
èëè a  b; c  0, òî ac  bc

Åñëè 10  2 è –2  0, òî 
–2  10  2  (–2), –20  –4 

Åñëè ïî÷ëåííî ñëîæèòü äâà âåðíûõ íåðàâåíñòâà 
îäíîãî çíàêà, òî ïîëó÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî: 

+
>
>

+ > +

a b

c d

a c b d

+
− <

<

<

7 3

10 13

3 26

Åñëè a, b, c è d — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè-
÷åì a  b è c  d, òî ac  bd, ò. å. åñëè ïî÷ëåííî 
ïåðåìíîæèòü âåðíûå íåðàâåíñòâà îäíîãî çíàêà, 
âñå ÷ëåíû êîòîðûõ — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî 
ïîëó÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî 

×
>

>

⋅ > ⋅

>

20 4

2

5

1

5

20
2

5
4

1

5
8 0 8,

Åñëè a  b è c  d, òî a – c  b – d Åñëè 20  3 è 4  10, òî 
20 – 4  3 – 10, 16  –6

Åñëè a  b  0, òî 
1 1

a b
Åñëè 7  3, òî 

1

7

1

3

Åñëè a  b  0, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 
n âåðíî íåðàâåíñòâî an  bn

Åñëè 5  2, n  6, òî  
56  26 

П р и м е р  4 . Èçâåñòíî, ÷òî –3  a  7. Îöåíèòü: 

à) 2a  7; á) 3a – 1; â) 4 – 2a; ã) 
1 3

4

a
.

Ðåøåíèå: 
à) –3  a  7, òîãäà –6  2a  14 è –6  7  2a  7  14  7, ò. å. 1  2a  7  21; 
á) –3  a  7, òîãäà –9  3a  21, òî –10  3a – 1  20; 
â) –3  a  7. Óìíîæèì ïî÷ëåííî äâîéíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî íà –2, ïîëó÷èì: 

–3  (–2)  –2a  7  (–2) èëè –14  –2a  6. 
Òîãäà 4 – 14  4 – 2a  4  6, ò. å. –10  4 – 2a  10; 

ã) –3  a  7, òîãäà –3  7  –3a  –3  (–3); –21  –3a  9; 1 – 21  1 – 3a  1  9; 

–20  1 – 3a  10. Ïîëó÷èì − <
−

<
20

4

1 3

4

10

4

a
;  − <

−
<5

1 3

4
2 5

a
, .

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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П р и м е р  5 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà, äî åãî âåðøèí áîëüøå ïîëóïåðèìåòðà ýòîãî òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x, y è z — ðàññòîÿíèÿ îò âíóòðåííåé òî÷êè 

M äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåõ 
òðåóãîëüíèêîâ AMB, BMC è AMC ïî òåîðåìå î íå-
ðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêîâ (ñóììà äâóõ ëþáûõ ñòîðîí 
òðåóãîëüíèêà áîëüøå òðåòüåé ñòîðîíû) èìååì: 

+
+ >
+ >
+ >

+ + > + +

x y c

x z b

z y a

x y z a b c2 2 2 ;

 ò. å. x y z
a b c

+ + >
+ +

2
.

3.2.2.  Неравенство (линейное) с одной переменной. Решение неравенства

Ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà ax  b  0 (èëè ax  b  0), 
ãäå a è b — íåêîòîðûå ÷èñëà, x — ïåðåìåííàÿ. Ê ëèíåéíûì îòíîñÿòñÿ òàêæå 
íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà âèäà ax  b  0 (èëè ax  b  0). 

Ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñ-
ëî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî âìåñòî ïåðåìåííîé íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â âåð-
íîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî. 

Íàïðèìåð, çíà÷åíèå x  1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 5x – 4  0, ïî-
ñêîëüêó 5  1 – 4  0, ò. å. 1  0 — âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî. 

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî — çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ 
íåò. 

Ðàâíîñèëüíûìè íàçûâàþò íåðàâåíñòâà, èìåþùèå îäèíàêîâûå ðåøåíèÿ. Íå-
ðàâåíñòâà, íå èìåþùèå ðåøåíèé, òàêæå íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. 

Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâà 4x – 8  0 è 3x – 6  0 ðàâíîñèëüíû. 
Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Åñëè èç îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïåðåíå-
ñòè â äðóãóþ ñëàãàåìîå ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ ðàâíîñèëüíîå 
åìó íåðàâåíñòâî 

5(x – 1)  3  1 – 3(x  2)
5x – 5  3  1 – 3x – 6
5x  3x  5 – 3  1 – 6
8x  –3

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óìíîæèòü 
èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ ðàâíîñèëü-
íîå åìó íåðàâåíñòâî 

à) 3x  12  : 3; x  4;

á) 
1

7
4 7x < ⋅ ;  x  28

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óìíîæèòü 
èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå îòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî, èçìåíèâ ïðè ýòîì çíàê 
íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ïî-
ëó÷èòñÿ ðàâíîñèëüíîå åìó íåðàâåíñòâî 

à) –4x  3  : (–4); x > −
3

4
;

á) − ≥ ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

3

5
9

5

3
;  x  –15

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ñïîñîáû èçîáðàæåíèÿ 
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòèõ íåðàâåíñòâ. 

a c

b
A

M

B

C

x

y

z

Ðèñ. 3.4 
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П р и м е р  1 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: –x  3(–7  5x)  7x  7. 
Ðåøåíèå: 

Óïðîñòèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà: ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåíåñåì 
÷ëåíû, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíîå, â ëåâóþ ÷àñòü, à ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå íåèç-
âåñòíîå, — â ïðàâóþ: 

–x – 21  15x  7x  7; 
–x  15x – 7x  7  21; 

7x  28. 
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 7. 

Ïîëó÷èì x  4.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðà-

âåíñòâó, íà ÷èñëîâîé îñè èçîáðàæàåòñÿ îòêðûòûì 
ëó÷îì (ðèñ. 3.5). 

×èñëî 4 íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ëó÷ó, íà ðèñóíêå 
èçîáðàæàåòñÿ ïóñòîé òî÷êîé, ëó÷ îòìå÷åí øòðèõîâêîé. 

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà çàïèñûâàþò â âèäå x  (4; ). 
×èòàþò: «x ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ÷èñëîâîìó ëó÷ó îò 4 äî áåñêîíå÷íîñòè» 
(  — çíàê, îáîçíà÷àþùèé áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà). 

Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ 
íåðàâåíñòâó x  –3, èçîáðàæàåòñÿ îòêðûòûì ëó÷îì, 
è ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàïèñûâàþò â âèäå (– ; –3) 
(ðèñ. 3.6). 

×èñëî –3 íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ëó÷ó, ïîýòîìó îíî èçîáðàæåíî ïóñòîé òî÷êîé íà 
÷èñëîâîé îñè è â çàïèñè âîçëå íåãî ñòàâèòñÿ êðóãëàÿ ñêîáêà (çíàê «– » ÷èòàåòñÿ 
«ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü» è îçíà÷àåò áåñêîíå÷íî áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà). 

Â ñâîþ î÷åðåäü ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâó x  5, èçîáðàæàþò íà 
÷èñëîâîé ïðÿìîé è íàçûâàþò ëó÷îì, ïèøóò:  
x  [5; ) (ðèñ. 3.7). 

×èòàþò: «x ïðèíàäëåæèò ëó÷ó îò ïÿòè äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè». ×èñëî 5 
ïðèíàäëåæèò ýòîìó ëó÷ó, ïîýòîìó íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îíî îòìå÷åíî çàêðàøåí-
íîé òî÷êîé. Â çàïèñè âîçëå íåãî ñòîèò êâàäðàòíàÿ 
ñêîáêà. 

Àíàëîãè÷íî èçîáðàæàåòñÿ ðåøåíèå íåðàâåíñòâà, 
íàïðèìåð x  1 (ðèñ. 3.8). x  (– ; 1]. 

П р и м е р  2 . Íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà: 
à) 4(x – 1)  2  7x; á) 6y  1  2(y – 1) – 3y. 

Ðåøåíèå: 
à) 4(x – 1)  2  7x; 4x – 4  2  7x; 
 4x – 7x  2  4; –3x  6; x  –2 (ðèñ. 3.9). 

Ëó÷ (–2; ) — îòêðûòûé, è ÷èñëî –2 íå âõî-
äèò â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñ-
ëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà, — ýòî ÷èñëî –1. 

á) 6y  1  2(y – 1)  3y; 6y  1  2y – 2  3y; 
 6y – 2y – 3y  –2 – 1; y  –3 (ðèñ. 3.10). 

Ëó÷ [–3; ) ñîäåðæèò ÷èñëî –3, ïîýòîìó íàè-
ìåíüøèì ÷èñëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ðåøåíèåì ýòîãî 
íåðàâåíñòâà, áóäåò ÷èñëî –3. 

Îòâåò: a) –1; á) –3. 

4
Ðèñ. 3.5 

–3
Ðèñ. 3.6 

5
Ðèñ. 3.7 

1
Ðèñ. 3.8 

–2
Ðèñ. 3.9 

–3
Ðèñ. 3.10 
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П р и м е р  3 . Íàéòè íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà: 
à) –3x – 6  7x  4; á) 6x  1  0. 

Ðåøåíèå: 
à) –3x  6  7x  4; –3x – 7x  6  4; 
 –10x  10; x  –1 (ðèñ. 3.11). 

Ëó÷ (– ; –1] ñîäåðæèò ÷èñëî –1, ïîýòîìó 
íàèáîëüøèì öåëûì ÷èñëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ðåøå-
íèåì äàííîãî íåðàâåíñòâà, áóäåò ÷èñëî –1. 

á) 6x  1  0; 6x  –1; x < −
1

6
 (ðèñ. 3.12). 

Íàèáîëüøèì öåëûì ÷èñëîì, ÿâëÿþùèìñÿ 
ðåøåíèåì äàííîãî íåðàâåíñòâà, áóäåò ÷èñëî –1. 

Îòâåò: a) –1; á) –1. 

3.2.3.  Линейные неравенства с одной переменной и  сводящиеся к ним

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. 
Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå íåðàâåíñòâà, çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå íåðàâåíñòâ è ëè-
íåéíûå íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè. 

Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà ìîãóò íå èìåòü ðåøåíèé èëè èìåòü áåñ÷èñëåííîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâà: 

à) 
3 6

4 4

2

2

x x x+
− >

+
;  á) 2

4

3
2

7 4

3
−

−
≤ −

−x
x

x
.

Ðåøåíèå: 
à) Äîìíîæèì âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà íà îáùèé çíàìåíàòåëü ýòèõ äðîáåé, ò. å. 

÷èñëî 4  0. Çíàê íåðàâåíñòâà íå èçìåíèòñÿ. 
3 6

4
4

4
4

2

2
4

x x x+
⋅ − ⋅ >

+
⋅ ;  3  6 – x  2x  4; 3x – x – 2x  4 – 6; 0  –2. 

Ïîëó÷èëè âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, çíà÷èò, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x 
íåðàâåíñòâî âåðíî. 

á) Äîìíîæèì âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà íà 3  0. 

2 3
4

3
3 2 3

7 4

3
3⋅ −

−
⋅ ≤ ⋅ −

−
⋅

x
x

x
;   

6 – (x – 4)  6x – (7x – 4); 6 – x  4  6x – 7x  4; 
–x – 6x  7x  –6 – 4  4; 0  –6. 

Ïîëó÷èëè íåâåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, ò. å. ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x 
âåðíîãî ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èòü íå ñìîæåì. 

Îòâåò: à) x — ëþáîå ÷èñëî; á) ðåøåíèé íåò. 
П р и м е р  2 . Ðåøèì çàäà÷ó íà ñîñòàâëåíèå íåðàâåíñòâà.

Èç äâóõ ïóíêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 30 êì, îòïðàâëÿþòñÿ îäíî-
âðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ 
âåëîñèïåäèñòà 12 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äîëæåí äâèãàòüñÿ ïåøåõîä, ÷òîáû 
åãî âñòðå÷à ñ âåëîñèïåäèñòîì ïðîèçîøëà íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç 2 ÷ ïîñëå íà÷àëà 
äâèæåíèÿ? 

–1
Ðèñ. 3.11 

Ðèñ. 3.12 
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Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïåøåõîäà x êì/÷, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåëîñèïåäè-

ñòà — 12 êì/÷, òîãäà ñêîðîñòü èõ ñáëèæåíèÿ áóäåò (x  12) êì/÷, çíà÷èò, âñòðå-

òÿòñÿ îíè ÷åðåç 
30

12x
 ÷. Ïî óñëîâèþ îíè äîëæíû âñòðåòèòüñÿ íå ïîçäíåå ÷åì 

÷åðåç 2 ÷ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ, ò. å. âðåìÿ 
30

12x
 äîëæíî áûòü íå áîëüøå 2 ÷. 

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî: 
30

12
2

x +
≤ .

Âñå ÷èñëà ïî óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé íå-
ðàâåíñòâà íà x  12 ïðèâåäåò ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó: 30  2(x  12) èëè  
2(x  12)  30; x  12  15; x  3. 
Îòâåò: ñêîðîñòü ïåøåõîäà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå 3 êì/÷. 

П р и м е р  3 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x çíà÷åíèå äðîáè 
3 2

3

x
 áîëüøå äðîáè 

3 2

6

x
 

íà 1 – x? 
Ðåøåíèå: 

Î÷åâèäíî, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåðàâåíñòâà âèäà: 

3 2

3

3 2

6
1

−
−

−
> −

x x
x;  6

3 2

3
6

3 2

6
6 1⋅

−
− ⋅

−
> ⋅ −

x x
x( );

2(3 – 2x) – (3 – 2x)  6 – 6x; 6 – 4x – 3  2x  6 – 6x; 

6x – 4x  2x  6 – 6  3; 4x  3; x
3

4
.

Îòâåò: ïðè x
3

4
.

П р и м е р  4 . Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 

à) y x x= − − +2 3 1 7 2( ) ;  á) y
x x

=
−( ) − +

2

3 3 2 1
.

Ðåøåíèå: 
à) Ôóíêöèÿ âèäà y f x( )  îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå, ãäå f(x)  0, ýòî ìíîæåñòâî 

è íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõî-
äèìî ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 

2(3x – 1) – 7x  2  0; 
6x – 2 – 7x  2  0; 

–x  0; 
x  0.

á) Ôóíêöèÿ y
f x

1

( )
 îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå f(x)  0. Ðåøèì íåðàâåíñòâî: 

x x−( ) ⋅ − + >3 3 2 1 0;  x x3 3 2 1 0− − + > ;  x 3 2 2−( ) > .

x <
−

=
−
−

2

3 2

2

2 3
 ÷èñëî 3 2 0− <( ).

Îòâåò: à) ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x  (– ; 0]; á) ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà 

äëÿ âñåõ x <
−
−
2

2 3
.

0
Ðèñ. 3.13 
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П р и м е р  5 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: à) 
3

2 1
0

x −
> ;  á) 

−
−

≤
4

3 7
0

x
.

Ðåøåíèå: 
à) Äðîáü ïîëîæèòåëüíà, åñëè åå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü îäíîãî çíàêà, ïîñêîëü-

êó 3  0, òî 2x – 1  0; x
1

2
.

á) Äðîáü íåïîëîæèòåëüíà, åñëè åå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èìåþò ðàçíûå çíà-

êè, –4  0, òîãäà 3x – 7  0; 3x  7; x
7

3
;  x 2

1

3
.

П р и м е р  6 . Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (2a – 1)x2 
 2x – 1  0 èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ è ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. 

Ðåøåíèå: 
Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, åñëè ïåð-

âûé êîýôôèöèåíò íå ðàâåí íóëþ è äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí.

1) 2a – 1  0; a ≠
1

2
.

2) Ñîñòàâèì äèñêðèìèíàíò: 
D  4 – 4(2a – 1)  (–1)  4  4(2a – 1) 

 4  8a – 4  8a. 
8a  0 ïðè a  0 (ðèñ. 3.14).

Îòâåò: óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ ïðè 0
1

2
a  

èëè a
1

2
.

Линейное неравенство с параметром
Ðàññìîòðèì ñõåìó ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà âèäà ax  b ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-

ÿõ a è b. 

a  0 a  0 a  0, b  0 a  0, b  0

x
b
a

x
b
a

ðåøåíèé íåò x — ëþáîå ÷èñëî

П р и м е р  7 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: à) (a – 3)x  8; á) 5x – a  ax – 3. 
Ðåøåíèå: 

à) Ðàññìîòðèì ñëó÷àè: 
1) a  3, òîãäà 0  x  8, 0  8 — âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, x — ëþáîå ÷èñëî. 

2) a  3, x
a

<
−
8

3
;

3) a  3, x
a

>
−
8

3
.

á) 5x – a  ax – 3; 5x – ax  a – 3; x(5 – a)  a – 3. 
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè: 
1) a  5, òîãäà x  0  5 – 3; 0  2, ðåøåíèé íåò; 

2) a  5, òîãäà 5 – a  0 è x
a

a
<

−
−

3

5
;

3) a  5, òîãäà 5 – a  0 è x
a

a
>

−
−

3

5
.

0

Ðèñ. 3.14 



3. Уравнения и  неравенства118

Îòâåò: 1) à) x — ëþáîå ÷èñëî ïðè a  3; á) x
a

<
−
8

3
 ïðè a  3; â) x

a
>

−
8

3
 ïðè 

a  3; 2) à) ðåøåíèé íåò ïðè a  5; á) x
a

a
<

−
−

3

5
 ïðè a  5; â) x

a
a

>
−
−

3

5
 

ïðè a  5. 
П р и м е р  8 . Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà b ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 

(b2  2b – 3)x  b2 – 1. 
Ðåøåíèå: 

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè êîýôôèöèåíò ïðè x è ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà: 
(b – 1)(b  3)x  (b – 1)(b  1). 

1) åñëè b  1, òî 0  x  0, x — ëþáîå ÷èñëî; 
2) åñëè b  –3, òî 0  x  8, ðåøåíèé íåò; 

3) åñëè (b – 1)(b  3)  0, à ýòî áóäåò ïðè b  (– ; –3)  (1; ), òî x
b b
b b

≤
− +
− +

( )( )

( )( )
;

1 1

1 3
 

x
b
b

≤
+
+

1

3
 (ñì. ìåòîä ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà â ï. 3.2.5); 

4) åñëè (b – 1)(b  3)  0, ò. å. b  (–3; 1), òî x
b
b

≥
+
+

1

3
.

Îòâåò: à) x — ëþáîå ÷èñëî ïðè b  1; á) ðåøåíèé íåò ïðè b  –3; â) x
b
b

≤
+
+

1

3
 

ïðè b  (– ; –3)  (1; ); ã) x
b
b

≥
+
+

1

3
 ïðè b  (–3; 1). 

3.2.4.  Системы линейных неравенств. Совокупности неравенств

Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè îáùåå ðåøåíèå äâóõ èëè áîëåå ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé, ãîâîðÿò, ÷òî íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó äâóõ è áîëåå 
íåðàâåíñòâ. 

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðè 
ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî âìåñòî ïåðåìåííîé â êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû îíè 
ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè ÷èñëîâûìè íåðàâåíñòâàìè. 

Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ — çíà÷èò íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, ÷òî 
èõ íåò. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
− <

≤
⎧
⎨
⎩

2 4

5 20

x

x

,

.

Ðåøåíèå: 
Ðàçäåëèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà –2 (çíàê íåðàâåíñòâà èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâî-

ïîëîæíûé), à âòîðîå — íà 5. Ïîëó÷èì: 
x

x

> −
≤

⎧
⎨
⎩

2

4

,

.
Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, êîòî-

ðûå îäíîâðåìåííî áîëüøå, ÷åì –2, è íå ïðåâûøà-
þò 4 (ðèñ. 3.15). 

Ìíîæåñòâî ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
äâîéíîãî íåðàâåíñòâà –2  x  4, èçîáðàçèòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òàêîå ìíîæå-

–2 4
Ðèñ. 3.15 
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ñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëóèíòåðâàë è çàïèñûâàåòñÿ (–2; 4], ãäå ÷èñëî –2 íå ïðèíàä-
ëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó, à ÷èñëî 4 ïðèíàäëåæèò. 

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðâàë, ò. å. 
ìíîæåñòâî ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 
a  x  b, çàïèñûâàåòñÿ (a; b), ãäå ÷èñëà a è b íå 
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû 
íåðàâåíñòâ (ðèñ. 3.16). 

Åñëè ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, òî ìíîæåñòâî òàêèõ 
÷èñåë x çàïèñûâàþò a  x  b èëè [a; b]. Ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ÷èñëî-
âûì îòðåçêîì (ðèñ. 3.17). 

Îòðåçêè, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû è ëó÷è íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè ïðîìå-
æóòêàìè. ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ è ïåðåñåêàòüñÿ. 

П р и м е р  2 . Íàéòè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïðî-
ìåæóòêîâ [a; b] è [c; d], åñëè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé 
îíè èçîáðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3.18). 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèåì ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ áóäåò îòðåçîê [c; b], ò. å. ýòî 

ìíîæåñòâî ÷èñåë x, êîòîðûå îäíîâðåìåííî âõîäÿò â [a; b] è [c; d].
Çàïèñûâàþò: [c; b]  [a; b]  [c; d]. 
Îáúåäèíåíèåì ýòèõ îòðåçêîâ áóäåò ìíîæåñòâî ÷èñåë x, êîòîðûå âõîäÿò õîòÿ 

áû â îäíî èç ìíîæåñòâ [a; b] èëè [c; d]. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áóäåò îòðåçîê [a; d] 
 [a; b]  [c; d]. 

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïåðåñåêàòü è îáúåäèíÿòü äðóãèå ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè. 
Åñëè ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè íå èìåþò îáùèõ 

ýëåìåíòîâ, èõ ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíî-
æåñòâî  (ðèñ. 3.19), íàïðèìåð: 

 [a; b)  (c; d)  . 
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. 

П р и м е р  3 . Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

à) 
3 1 2 2 3 5 3

8 3 2 5 2 3

( ) ( ) ,

( ) ( );

x x x

x x x

− − − > −
− + < −

⎧
⎨
⎩

á) 

x x

x x
2

7

4

5

2

7

8
2 1

4
5

1 2

3

− > −

+
< −

−

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ðåøåíèå:

à) Ðàñêðîåì ñêîáêè â êàæäîì íåðàâåíñòâå, ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ ïåðåìåííîé 
â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, ÷èñëà — â ïðàâóþ, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå: 

3 3 4 6 5 3

8 6 15 2 6

x x x

x x x

− − + > −
− − < −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

3 6 5 3 3 4

8 6 2 15 6

x x x

x x x

+ − > − +
− − < −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

4 4

0 9

x >
<

⎧
⎨
⎩

,

;
 

x >
<

⎧
⎨
⎩

1

0 9

,

.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû âåðíî äëÿ âñåõ 
çíà÷åíèé x, ïîýòîìó îáùèì ðåøåíèåì áóäåò  
x  1 (ðèñ. 3.20).

x  1 è x  (1; ). 
á) Äîìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî íà 8, à âòîðîå — íà 12 (îáùèé çíà-

ìåíàòåëü äðîáåé). 

a b
Ðèñ. 3.16 

a b
Ðèñ. 3.17 

a c db
Ðèñ. 3.18 

a b dc
Ðèñ. 3.19 

1
Ðèñ. 3.20 
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x x

x x
2

8
7

4
8

5

2
8

7

8
8

2 1

4
12 5 12

1 2

3
12

⋅ − ⋅ > ⋅ − ⋅

+
⋅ < ⋅ −

−
⋅

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

;

4 14 20 7

3 2 1 60 4 1 2

x x

x x

− > −
+ < − −

⎧
⎨
⎩

,

( ) ( );

4 14 20 7

6 3 60 4 8

x x

x x

− > −
+ < − +

⎧
⎨
⎩

,

;

4 20 14 7

6 8 60 4 3

x x

x x

− > −
− < − −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

− >
− <

⎧
⎨
⎩

14 7

2 53

x

x

,

;
 

x

x

< −

> −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

7

14
53

2

,

;

 
x

x

< −
> −

⎧
⎨
⎩

0 5

26 5

, ,

, .

 Ïîëó÷èì ïåðåñå÷åíèå ëó÷åé (ðèñ. 3.21):
x  –0,5 è x  –26,5, x  (–26,5; –0,5). 

П р и м е р  4 . Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ðå-
øåíèÿìè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

1
2

0

5

5
1

− ≥

−
+

< −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x

x

,

.

Ðåøåíèå: 
1

2
0

5

5
1

− ≥

−
+

< −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x

x

,

;

 
2 0

5 5

− ≥
+ >

⎧
⎨
⎩

x

x

,

;
 

− ≥ −
>

⎧
⎨
⎩

x

x

2

0

,

;
 

x

x

≤
>

⎧
⎨
⎩

2

0

,

.

×èñëî íóëü íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû. Öåëûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ëó÷åé, áóäóò òîëüêî 1 è 2 (ðèñ. 3.22).
Îòâåò: 1; 2. 
П р и м е р  5 . Íàéòè íàèìåíüøåå öåëîå x, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå íåðàâåíñòâ: 

13
3 7

10

1

2
14

7 8

2

7 3 5 4 17 18

10
5

10
5

2 2 2

/
/

/
/

/ / /

;

( ) ( )

−
−

+
+

< −
−

− + − >

x x x

x x −−
−

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

5 2 6

2

( )
.

x

Ðåøåíèå: 
130 3 7 5 5 140 35 40

42 70 136 8 36 10 30

− + + + < − +
− + − > − +

⎧
⎨
⎩

x x x

x x x

,

;
 

7 5 40 140 35 130 3 5

42 8 10 36 30 70 136

x x x

x x x

+ − < − − + −
− + > + + −

⎧
⎨
⎩

,

;

− < −
>

⎧
⎨
⎩

28 27

44 0

x

x

,

;
 

x

x

>

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

27

28
0

,

.

Îáùèì ðåøåíèåì áóäåò ëó÷ 
27

28
; ,+ ∞⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  à íàè-

ìåíüøèì öåëûì ÷èñëîì íà ýòîì ìíîæåñòâå áóäåò ÷èñëî 1 (ðèñ. 3.23).
Îòâåò: 1. 

П р и м е р  6 . Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y x
x

= + −( )
−

+⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟7 3

1

3
76 .

Ðåøåíèå: 
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè áóäåò ìíîæåñòâî x, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ: 

–26,5 –0,5
Ðèñ. 3.21 

0 1 2
Ðèñ. 3.22 

0 27

28
Ðèñ. 3.23 
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x

x

+ ≥
− >

⎧
⎨
⎩

7 0

3 0

,

;
 

x

x

≥ −
− > −

⎧
⎨
⎩

7

3

,

;
 

x

x

≥ −
<

⎧
⎨
⎩

7

3

,

.

Îáùåå ðåøåíèå — íà ïîëóèíòåðâàëå [–7; 3) (ðèñ. 3.24). 
Îòâåò: [–7; 3). 

П р и м е р  7 . Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
3

2 1

2
2

1

4

5
3 1

4
3

1

3

x
x

x

x
x

x

+
−

≥ −

−
−

≤ +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
Äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 4, à âòîðîå — íà 12. Ïîëó÷èì:

12 4 2 8 1

60 9 3 36 4

x x x

x x x

+ − ≥ −
− + ≤ +

⎧
⎨
⎩

,

;
 

12 4 8 1 2

60 9 36 4 3

x x x

x x x

+ − ≥ − +
− − ≤ −

⎧
⎨
⎩

,

;
 

8 1

15 1

x

x

≥
≤

⎧
⎨
⎩

,

;
 

x

x

≥

≤

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

8
1

15

,

.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïóñòî (ðèñ. 3.25). 
Îòâåò: ðåøåíèé íåò. 

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðîì. 

П р и м е р  8 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà 
3 7 3 7

1 2

− < −
+ < +

⎧
⎨
⎩

x x

x a x

,
 íå èìååò ðåøåíèé? 

Ðåøåíèå: 

3 7 3 7

1 2

− < −
+ < +

⎧
⎨
⎩

x x

x a x

,

;
 

− < −
< −

⎧
⎨
⎩

10 10

1

x

x a

,

;
 

x

x a

>
< −

⎧
⎨
⎩

1

1

,

.

×òîáû ñèñòåìà íå èìåëà ðåøåíèé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëî a – 1 íàõîäèëîñü 
íå ïðàâåå ÷èñëà 1 íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ò. å. a – 1  1, a  2 (ðèñ. 3.26).
Îòâåò: ïðè a  2 ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. 
П р и м е р  9 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå x2 – 6ax  9a2 – 16  0 
èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ? 

Ðåøåíèå: 
×òîáû êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìåëî äâà êîðíÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî äèñ-

êðèìèíàíò áûë ïîëîæèòåëåí, ò. å. 

D  b2 – 4ac  0; 
D

a a
4

9 9 16 162 2= − + = ;  16  0. 

Äàííîå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò äâà êîðíÿ. 
Óðàâíåíèå — êâàäðàòíîå ïðèâåäåííîå. Ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì: 

åñëè x2  px  q  0, òî x
1
  x

2
  –p, x

1
  x

2
  q, ò. å. x

1
  x

2
  6a, x

1
  x

2
  9a2 – 16; 

åñëè x
1
  0 è x

2
  0, òî x

1
  x

2
  0 è x

1
  x

2
  0. 

Òî åñòü 
6 0

9 16 02

a

a

<

− >

⎧
⎨
⎩

,
 èëè 

a

a a

<
− + >

⎧
⎨
⎩

0

3 4 3 4 0

,

( )( ) .

Ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: 

–7 3
Ðèñ. 3.24 

1

8

1

15

Ðèñ. 3.25 

a – 1 1

Ðèñ. 3.26 
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1) 

a

a

a

<
− <
+ <

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

3 4 0

3 4 0

,

,

;

  2) 

a

a

a

<
− >
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

3 4 0

3 4 0

,

,

;

 
−

4

3

4

3

0
 

−
4

3

4

3

0

 b < −
4

3
ñèñòåìà íåñîâìåñòíà

Îòâåò: ïðè b < −
4

3
 óðàâíåíèå èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ. 

Неравенства с модулем. Системы и совокупности систем неравенств
Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èëè ñîâîêóï-

íîñòè íåðàâåíñòâ. 
Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, åñ-

ëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè òàêèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò îäíîâðåìåííî êàæäîìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ. 

Íàïðèìåð,

à) 
x

x

≥ −
<

⎧
⎨
⎩

3

5

,
 á) 

x

x

≤ −
>

⎧
⎨
⎩

3

5

,

;

5–3 5–3

 x  [–3; 5)   cèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò
Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ 

â òîì ñëó÷àå, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, 
êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ. 
Ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ. 

Íàïðèìåð, 

à) 
x

x

>
≥

⎡

⎣
⎢

3

5

,

;
 á) 

x

x

≤ −
>

⎡

⎣
⎢

3

5

,

;

 53   5–3

 x  (3; )  x  (– ; –3]  (5; )

Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì

f(x)   a:
à) åñëè a  0, ðåøåíèé íåò;
á) åñëè a  0, f(x)  0;
â) åñëè a  0, òî íåðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

f x a

f x a

( ) ,

( ) ;

≤
≥ −

⎧
⎨
⎩

 
a0–a

èëè äâîéíîìó íåðàâåíñòâó âèäà  
–a  f(x)  a

f(x)   a:
à) åñëè a  0, x — ëþáîå ÷èñëî;
á) åñëè a  0, f(x)  0;
â) åñëè a  0, íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëü-
íî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ:

f x a

f x a

( ) ,

( ) ;

≤
≥ −

⎡

⎣
⎢  

a–a
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f(x)   a:
à) åñëè a  0, ðåøåíèé íåò;
á) åñëè a  0, òî íåðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ: 

f x a

f x a

( ) ,

( ) ;

<
> −

⎧
⎨
⎩

 
a–a

èëè äâîéíîìó íåðàâåíñòâó –a  f(x)  a

f(x)   a:
à) åñëè a  0, x — ëþáîå ÷èñëî;
á) åñëè a  0, òî íåðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ: 

f x a

f x a

( ) ,

( ) ;

>
< −

⎡

⎣
⎢  

a–a

П р и м е р  1 0 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
à) 2x – 5   3;  ã) 2x – 1  – 2   3;

á) 
1 3

4
1

−
≤

x
; ä) x – 1   2x – 4;

â) 2x – 4   6; å) x – 4   2x – 1.
Ðåøåíèå: 

à) Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó: 

− < − <
< <
< <

+3 5 3

2 3 8

1 4

5

2

x x

x

x

:

á) Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó: 

− ≤
−

≤

− ≤ − ≤
− ≤ − ≤

−
≤ ≤

−
−

− ≤ ≤

⋅

−
−

1
1 3

4
1

4 1 3 4

5 3 3

3

3

5

3

1
5

3

4

1

3

x

x

x

x

x

;

.

: ( )

â) Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ: 

2 4 6

2 4 6

x

x

− ≥
− ≤ −

⎡

⎣
⎢

,

;
 

2 10

2 2

x

x

≥
≤ −

⎡

⎣
⎢

,

;
 

x

x

≥
≤ −

⎡

⎣
⎢

5

1

,

;
 

5–1
 x  (– ; –1]  [5; ). 

ã) Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ: 

2 1 2 3

2 1 2 3

x

x

− − >

− − < −

⎡

⎣
⎢

,

;
 

2 1 5

2 1 1

x

x

− >

− < −

⎡

⎣
⎢

,

.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñîâîêóïíîñòè íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì 
ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà: 

2 1 5

2 1 5

x

x

− >
− < −

⎡

⎣
⎢

,

;
 

2 6

2 4

x

x

>
< −

⎡

⎣
⎢

,

;
 

x

x

>
< −

⎡

⎣
⎢

3

2

,

.
 

3–2
 (– ; –2)  (3; ).

ä) Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ: 

x x

x x

− < −
− > − +

⎧
⎨
⎩

1 2 4

1 2 4

,

;
 

− < −
>

⎧
⎨
⎩

x

x

3

3 5

,

;
 

x

x

>

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

5

3

,

.
 35

3

 (3; ).
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å) Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ: 

x x

x x

− > −
− < − +

⎡

⎣
⎢

4 2 1

4 2 1

,

;
 

− >
<

⎡

⎣
⎢

x

x

3

3 5

,

;
 

x

x

< −

<

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

3

5

3

,

.
 –3 5

3

 −∞⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟; .

5

3

Îòâåò: à) (1; 4); á) −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1
5

3
; ; â) x  (– ; –1]  [5; ); ã) (– ; –2)  (3; );  

ä) (3; ) å) −∞⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟; .

5

3
П р и м е р  1 1 . Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
à) x – 3   a; á) 3 – 2x   a. 

Ðåøåíèå: 
à) Åñëè a  0, ðåøåíèé íåò; åñëè a  0, ïîëó÷èì äâîéíîå íåðàâåíñòâî –a  x – 3  a 

èëè 3 – a  x  a  3. 
á) Ïðè a  0 x — ëþáîå ÷èñëî. 

Åñëè a  0, ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ: 

3 2

3 2

− ≥
− ≤ −

⎡

⎣
⎢

x a

x a

,

;
 

− ≥ −
− ≤ − −

⎡

⎣
⎢

2 3

2 3

x a

x a

,

;
 

x
a

x
a

≤
−

≥
+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

3

2
3

2

,

.

 
a−3

2

a + 3

2

 

Îòâåò: à) ðåøåíèé íåò ïðè a  0, 3 – a  x  a  3 ïðè a  0; 

á) −∞
− +

+ ∞⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟; ; ;

3

2

3

2

a a
 ïðè a  0, x — ëþáîå ÷èñëî ïðè a  0. 

3.2.5.  Квадратные неравенства. Метод интервалов

Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà — âûðàæåíèå âèäà ax2  bx  c, ãäå x — ïåðå-
ìåííàÿ, a, b è c — íåêîòîðûå ÷èñëà (a  0), à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðåä-
ñòàâëåíà íóëåì, òî òàêîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì. 

Íàïðèìåð, 5x2  0; 3x2  2x – 1  0; x2 – x  0. 
Ñóùåñòâóåò òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ: 

1) ìåòîä ñâåäåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ; 
2) ãðàôè÷åñêèé ìåòîä (ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè); 
3) ìåòîä èíòåðâàëîâ. 

Метод сведения к решению систем линейных неравенств
Ìåòîä ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íà ìíîæèòåëè ax2  bx 

 c  a(x – x
1
)(x – x

2
), ãäå x

1
 è x

2
 — êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Äàëåå ðàññìà-

òðèâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî: 
à) x2 – 3x  2  0; á) –4x2  3x  1  0. 

Ðåøåíèå: 
à) Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí. Êîðíè x

1
  1, x

2
  2. Ïîýòîìó 

(x – 1)(x – 2)  0. 
Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé íåïîëîæèòåëüíî, çíà÷èò, ìíîæèòåëè 

èìåþò ðàçíûå çíàêè: 
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x

x

− ≤
− ≥

⎧
⎨
⎩

1 0

2 0

,

;
 

x

x

≤
≥

⎧
⎨
⎩

1

2

,

.
 

1 2
 ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò

Âòîðàÿ ñèñòåìà: 
x

x

− ≥
− ≤

⎧
⎨
⎩

1 0

2 0

,

;
 

x

x

≥
≤

⎧
⎨
⎩

1

2

,

.
 

1 2
 1  x  2

á) Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà (–1), ïîëó÷èì: 4x2 – 3x – 1  0. 

Íàéäåì êîðíè òðåõ÷ëåíà: x1 2

3 9 4 4 1

8

3 5

8, ;=
± + ⋅ ⋅

=
±

 x
1
  1; x2

1

4
= − .

Íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: 4 1
1

4
0( ) .x x− +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ >

Ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé ïîëîæèòåëüíî, çíà÷èò, ìíîæèòåëè îäíîãî çíàêà: 
x

x

− >

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 0

1

4
0

,

;
 

x

x

>

> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

1

4

,

;
 1

−
1

4

 x  1

èëè
x

x

− <

+ <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 0

1

4
0

,

;
 

x

x

<

< −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

1

4

,

;
 1

−
1

4

 x < −
1

4

Ðåøåíèÿìè äàííîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x  1, à òàêæå ÷èñëà x < −
1

4
.

Îòâåò: à) [1; 2]; á) −∞ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∪ + ∞; ( ; ).

1

4
1

Решение квадратного неравенства с помощью графика  
квадратичной функции (графический метод)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì: 
1. Íàõîäèì íóëè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè èëè äîêà-

çûâàåì, ÷òî èõ íåò. 
2. Îïðåäåëÿåì íàïðàâëåíèå âåòâåé ïàðàáîëû (åñëè a  0, òî âåòâè ïàðàáîëû íà-

ïðàâëåíû ââåðõ, åñëè a  0, òî âíèç). 
3. Ðèñóåì ýñêèç ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. 
4. Ïî ãðàôèêó îïðåäåëÿåì ðåøåíèå íåðàâåíñòâà. 

П р и м е р  2 . Ðåøèòü êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî: 
à) x2 – 3x – 4  0;  ã) x2  5x  12  0; 
á) –2x2  x  1  0; ä) –x2 – 1  0.
â) x2 – 14x  49  0;

Ðåøåíèå: 
à) Êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà x

1
  –1, x

2
  4. 

Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ (a  1  0). 
Ðèñóåì ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè y  x2 – 3x – 4 
(ðèñ. 3.27). 

Îïðåäåëÿåì ðåøåíèÿ. Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî 
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò 
ïðè x  –1 è x  4, ò. å. x  (– ; –1]  [4; ). 

Ïî ýòîìó æå ýñêèçó òàêæå ìîæíî ðåøèòü íåðà-
âåíñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ îò èñõîäíîãî òîëüêî çíàêîì: 

–1 4

Ðèñ. 3.27 
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x2 – 3x – 4  0, x  (– ; –1)  (4; ); 
x2 – 3x – 4  0, x  [–1; 4]; 
x2 – 3x – 4  0, x  (–1; 4). 

á) Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, ïîñêîëüêó –2  0. 
Ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êàõ: 

x
1
  1, x2

1

2
= − (ðèñ. 3.28).

Îïðåäåëèì, ãäå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ýòî áóäåò ïðè 

− ≤ ≤
1

2
1x ,  ò. å. −⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

1

2
1; .

Ïî ýòîìó æå ýñêèçó ìîæíî ðåøèòü íåðàâåíñòâà: 

–2x2  x  1  0, x ∈ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

2
1; ;

–2x2  x  1  0, x ∈ −∞ −⎛
⎝
⎜

⎤
⎦⎥

∪ + ∞; [ ; );
1

2
1

–2x2  x  1  0, x ∈ −∞ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∪ + ∞; ( ; ).

1

2
1

â) Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ. Ñîîòâåòñòâó-
þùèé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí èìååò îäèí êîðåíü 
x  7. 

 Ïî ýñêèçó (ðèñ. 3.29) âèäíî, ÷òî äàííîå íåðàâåí-
ñòâî èìååò ðåøåíèå òîëüêî â òî÷êå x  7. 

 Îïðåäåëèì ïî ýòîìó ýñêèçó ðåøåíèÿ äëÿ íåðà-
âåíñòâ: 
x2 – 14x  49  0, ðåøåíèé íåò; 

 x2 – 14x  49  0, ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà; 

 x2 – 14x  49  0, x — ëþáîå ÷èñëî, êðîìå 7, ò. å. 
x  (– ; 7)  (7; ).

ã) Ïîñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà (ðèñ. 3.30), âåòâè ïàðà-
áîëû íàïðàâëåíû ââåðõ, â óðàâíåíèè x2  5x 
 12  0 äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò, ïîýòîìó ïà-

ðàáîëà íå ïåðåñåêàåò îñü Ox.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿìè íåðàâåí-

ñòâà x2  5x  12  0 (à òàêæå x2  5x  12  0) 
ÿâëÿþòñÿ âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. 

 Äëÿ íåðàâåíñòâ x2  5x  12  0 (èëè x2  5x  12  0) 
ðåøåíèé íåò. 

ä) Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç (ðèñ. 3.31), 
óðàâíåíèå –(x2  1)  0 äåéñòâèòåëüíûõ êîð-
íåé íå èìååò. Òîãäà äëÿ íåðàâåíñòâà –x2 – 1  0  
(è –x2 – 1  0) ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà; –x2 – 1  0 (è –x2 – 1  0) — ðå-
øåíèé íåò. 

П р и м е р  3 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a íåðàâåíñòâî (a2 – 1)x2  2(a – 1)x 
 1  0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x? 

–1/2 1

Ðèñ. 3.28 

7
Ðèñ. 3.29 

Ðèñ. 3.30 

–1

Ðèñ. 3.31 

1

2
−



3.2. Неравенства 127

Ðåøåíèå: 
Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí y  ax2  bx  c (a  0) áûë ïîëîæèòå-

ëåí ïðè âñåõ x, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: d  0  
è D  0, ãäå d — êîýôôèöèåíò ïðè x2.

Èìååì: d  a2 – 1  0. 

Äèñêðèìèíàíò 
D
4

 (a – 1)2 – (a2 – 1)  a2 – 2a  1 – a2  1  2 – 2a. 

Ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

a

a

2 1 0

2 1 0

− >
− <

⎧
⎨
⎩

,

( ) ;
 

( )( ) ,

;

a a

a

− + >
− >

⎧
⎨
⎩

1 1 0

1 0
 1–1

1

Ýòè íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè a  1. 
Îòìåòèì, ÷òî ïðè a  1 çàäàííûé òðåõ÷ëåí òîæäåñòâåííî ðàâåí 1, 1  0. 

Îòâåò: äëÿ a  1 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x. 
П р и м е р  4 . Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

à) 
x

x

2 9 0

5 0

− ≥
− <

⎧
⎨
⎩

,

;
á) 

x x

x x

2

2

4 5 0

2 8 0

+ − >

− − ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
à) Ðåøèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû: ïîñòðîèì ïà-

ðàáîëó ñ âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ. Íàéäåì 
êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 – 9  0, x

1
  –3  

è x
2
  3. Ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà: x  –3  

è x  3 (ðèñ. 3.32). 
Ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà: x  5 (ðèñ. 3.33).
Íàíåñåì ýòè ðåøåíèÿ íà îäíó ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ 

(ðèñ. 3.34) è çàïèøåì îáùèå ðåøåíèÿ: 
x  (– ; –3]  [3; 5). 

á) Ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî x: 

x2  4x – 5  0; x
1
  1, x

2
  –5 (ðèñ. 3.35). 

Äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà: 
x2 – 2x – 8  0; x

1
  –2, x

2
  4 (ðèñ. 3.36). 

Íàíåñåì íà îäíó ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ îáùåå ðåøåíèå 
(ðèñ. 3.37): x  [–2; 1). 
П р и м е р  5 . Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 

y x
x

= − +
−

2

2
1

1

4
.

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 

äàííîé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèé 
x2 – 1  0 è 4 – x2  0, ò. å. ðåøåíèþ ñèñòåìû:

x

x

2

2

1 0

4 0

− ≥

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;

x2 – 1  0; x
1
  1, x

2
  –1 (ðèñ. 3.38); 

4 – x2  0; x2 – 4  0; x
1
  2, x

2
  –2 (ðèñ. 3.39); 

Îáùåå ðåøåíèå: x  (–2; –1]  [1; 2) (ðèñ. 3.40). 

3–3
Ðèñ. 3.32 

5
Ðèñ. 3.33 

53–3
Ðèñ. 3.34 

1–5
Ðèñ. 3.35 

4–2
Ðèñ. 3.36 

41–2–5
Ðèñ. 3.37 

1–1
Ðèñ. 3.38 

2–2
Ðèñ. 3.39 

21–1–2
Ðèñ. 3.40 
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Метод интервалов
Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ, íåðàâåíñòâ 

âûñøèõ ñòåïåíåé, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ, óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ 
ñ ìîäóëåì è ò. ä. 

Äåéñòâèÿ ñîãëàñíî  
ìåòîäó èíòåðâàëîâ

Ïðèìåð

f(x)  0 x2  7x  10  0

1. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ f(x)  0:
x

1
, x

2
, …, xn 

Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ x2  7x 
 10  0:

x
1
  –2, x

2
  –5

2. Íàíåñòè ýòè êîðíè íà ÷èñëîâóþ 
ïðÿìóþ, ðàçáèâàÿ åå íà èíòåðâàëû: 

x1 x2 xn

Íàíîñèì êîðíè íà ÷èñëîâóþ ïðÿ-
ìóþ, ïîëó÷èì òðè èíòåðâàëà: 

–5 2

3. Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé 
ñòåïåíè f(x) ïîëîæèòåëåí, òî íà 
êðàéíåì ïðàâîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ 
ñîõðàíÿåò çíàê « »; îñòàëüíûå çíàêè 
ðàññòàâëåíû â ïîðÿäêå ÷åðåäîâàíèÿ 

–5 2

+ – +

Êîýôôèöèåíò ïðè x2 ðàâåí 1  0, ïî-
ýòîìó íà èíòåðâàëå x  2 ôóíêöèÿ 
ñîõðàíÿåò çíàê « », îñòàëüíûå çíà-
êè ñòàâèì â ïîðÿäêå ÷åðåäîâàíèÿ 

4. Â îòâåò çàïèñàòü èíòåðâàëû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå çíàêó íåðàâåíñòâà 

x2  7x  10  0, ïîýòîìó â îòâåò 
ïèøåì èíòåðâàëû, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ 
çíàê « ».
Îòâåò: (– ; –5)  (2; ).

П р и м е р  6 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâà ìåòîäîì èíòåðâàëîâ: 

à) 
( )( )

( )( )

x x
x x

− −
+ +

≥
2 1

4 5
0; á) (x2 – 9)(x  3)(x – 2)  0; â) 

x
x

3

3

27

8
0

−
+

≤ .

Ðåøåíèå: 
à) Îòìåòèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè, îáðàùàþùèå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü 

â íóëè: –5, –4, 1, 2 (ðèñ. 3.41).
Êðóæêè â òî÷êàõ 1 è 2 çàêðàñèì, à –5 è –4 

îñòàâèì ïóñòûìè, ò. ê. äðîáü ðàâíà íóëþ ïðè 
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëèòåëü ðàâåí íóëþ, à çíàìåíà-
òåëü íóëþ íå ðàâåí. Ïîýòîìó òî÷êè –5 è –4 èñ-
êëþ÷åíû èç ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà. 
Íà èíòåðâàëå x  2 äðîáü ïîëîæèòåëüíà, äàëåå 

çíàêè ÷åðåäóþòñÿ. 
Ïîëó÷èì ðåøåíèå: 

x  (– ; –5)  (–4; 1]  [2; ). 
á) Çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå: (x  3)2(x – 2)(x – 

– 3)  0. Òàê êàê (x  3)2  0 ïðè âñåõ x  –3, òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó –3 
çíàê ôóíêöèè íå èçìåíèòñÿ (ðèñ. 3.42) 
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåðàâåíñòâà âèäà (x – 9)2(x  3)(x – 2)  0 îòâåò áóäåò âû-

ãëÿäåòü òàê (ðèñ. 3.43): x  (– ; 2]  [3; ), ïîñêîëüêó ÷èñëà –3, 2 è 3 âõîäÿò 
â ðåøåíèå íåðàâåíñòâà. 

–4–5 1 2

+ + +– –

Ðèñ. 3.41 

–3 2 3

+ + +–

Ðèñ. 3.42 

–3 2 3

+ + +–

Ðèñ. 3.43 
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 Äëÿ íåðàâåíñòâà (x2 – 9)(x  3)(x – 2)  0 îòâåò: (2; 3); 
äëÿ íåðàâåíñòâà (x2 – 9)(x  3)(x – 2)  0 îòâåò: {–3}  [2; 3], ò. ê. ÷èñëà –3, 2 
è 3 íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â ðåøåíèå. 

â) Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè: 
( )( )

( )( )
.

x x x
x x x

− + +
+ − +

≤
3 3 9

2 2 4
0

2

2

Äèñêðèìèíàíòû óðàâíåíèé x2  3x  9  0 è x2 – 2x  4  0 îòðèöàòåëüíû, 
ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ðåøåíèé íå èìåþò. 

Îòñóòñòâèå ðåøåíèé îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû íà ìíîæèòåëè 
íå ðàñêëàäûâàþòñÿ, è íà âñåì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ x èìåþò ïîñòîÿííûé 
çíàê, ñîâïàäàþùèé ñî çíàêîì ñòàðøåãî ÷ëåíà (â äàííîì ñëó÷àå « »). 

Óìíîæèì è ðàçäåëèì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íà ïîëîæèòåëüíûå âûðàæå-
íèÿ (x2 – 2x  4) è (x2  3x  9) ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî: 

x
x

−
+

≤
3

2
0.  

–2 3

+ +–

Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè, â êîòîðûõ ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü îáðàùàþòñÿ â íóëü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x  –2 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 
íåðàâåíñòâà. 

Îòâåò: à) x  (– ; –5)  (–4; 1]  [2; ); á) (– ; –3)  (–3; 2)  (3; );  
â) x  (–2; 3]. 

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì.

П р и м е р  7 . Ðåøèòü óðàâíåíèå ñ ìîäóëåì: x – 3   2 x  1   4. 
Ðåøåíèå: 

1) Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ò. å. çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèÿ, ñòîÿ-
ùèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, îáðàùàþòñÿ â íóëü: 

x
1
  3; x

2
  –1. 

2) Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü íà èíòåðâàëû, íà êàæäîì èç êî-
òîðûõ âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì ñîõðàíÿåò çíàê: 

3–1

–
–

–
+

+
+

Ðèñ. 3.44
3) Ðàñêðûâàåì âñå ìîäóëè íà êàæäîì èíòåðâàëå, ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, 

ïðîâåðÿåì, ïðèíàäëåæèò ëè ïîëó÷åííûé êîðåíü ðàññìàòðèâàåìîìó èíòåðâàëó:
à) x  –1. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

–(x – 3) – 2(x  1)  4; –x  3 – 2x – 2  4; –3x  3; x  –1. 
Êîðåíü ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó èíòåðâàëó. 

á) –1  x  3. 
Óðàâíåíèå –(x – 3)  2(x  1)  4; –x  3  2x  2  4; x  –1. 
Ýòîò êîðåíü íå ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó èíòåðâàëó. 

â) x  3. 
(x – 3)  2(x  1)  4; x – 3  2x  2  4; 

3x  5; x
5

3
 — ýòîò êîðåíü íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó x  3. 

Îòâåò: –1. 
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Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì. 

П р и м е р  8 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: x – 1   x  1   4. 
Ðåøåíèå: 

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè x
1
  1 è x

2
  –1 ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü íà òðè èíòåðâàëà:

1–1
Ðèñ. 3.45

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå íåðàâåíñòâà íà êàæäîì èíòåðâàëå. 

à) 
x

x x

< −
− + − − <

⎧
⎨
⎩

1

1 1 4

,

;
 

x

x

< −
> −

⎧
⎨
⎩

1

2

,

;
 

1–2
 –2  x  1

á) 
− ≤ <
− + + + <

⎧
⎨
⎩

1 1

1 1 4

x

x x

,

;
 

− ≤ <
<

⎧
⎨
⎩

1 1

2 4

x ,

.

×èñëîâîå íåðàâåíñòâî 2  4 âåðíî äëÿ âñåõ x, ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåñü ïðî-
ìåæóòîê –1  x  1. 

â) 
x

x x

≥
− + + <

⎧
⎨
⎩

1

1 1 4

,

;
 

x

x

≥
<

⎧
⎨
⎩

1

2

,

;
 

21
 1  x  2

Îáúåäèíÿåì ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ïîëó÷èì –2  x  2. 
Îòâåò: x  (–2; 2). 
П р и м е р  9 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: x – a   2x – 1, ãäå a — ïàðàìåòð. 

Ðåøåíèå: 
Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x  a. Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñè-

ñòåì íåðàâåíñòâ: 

x a

x a x

x

x a

x a x

x

≥
− < −

− >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

<
− + < −

− >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

,

,

,

,

,

;

2 1

2 1 0

2 1

2 1 0

⎢⎢
⎢
⎢

 èëè 

x a

x a

x

x a

x
a

x

≥
> −

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

<

>
+

>

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

,

,

,

,

,

.

1

1

2

1

3
1

2
Ðàññìîòðèì êàæäóþ ñèñòåìó â îòäåëüíîñòè: 

à) 

x a

x a

x

≥
> −

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

,

.

1

1

2

 a  1 – a ïðè a
1

2
.

Åñëè a ≤
1

2
1,  òî ðàñïîëîæåíèå òî÷åê a; 1 – a è 

1

2
 íà ÷èñëîâîé îñè ñëåäóþùåå:

1 – aa 1

2
Ðèñ. 3.46
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Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû — ìíîæåñòâî x  1 – a. 

Åñëè a
1

2
,  ïîëó÷àåì:

1 – a a1

2
Ðèñ. 3.47

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû — ìíîæåñòâî x  a; 

á) 

x a

x
a

x

<

>
+

>

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

,

,

.

1

3
1

2

a
a

=
+ 1

3
 ïðè a

1

2
,  åñëè a ≤

1

2
, ðåøåíèé íåò; åñëè a

1

2
,  òî ðàñ-

ïîëîæåíèå òî÷åê ñëåäóþùåå: 

a1

2

a + 1

3

Ðèñ. 3.48

Ïîëó÷àåì 
a

x a
+

< <
1

3
.

Îáúåäèíèì ðåøåíèÿ äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ. 

Îòâåò: à) (1 – a; ), åñëè a ≤
1

2
1;  á) 

a +
+ ∞⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

3
; ,  åñëè a

1

2
.

3.3.  Текстовые задачи

3.3.1.  Решение текстовых задач арифметическим способом

Задачи на масштаб
Îòíîøåíèå äëèíû îòðåçêà íà êàðòå ê äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà íà 

ìåñòíîñòè íàçûâàþò ìàñøòàáîì êàðòû. 
Íàïðèìåð, ìàñøòàá êàðòû 1 : 100 000 îçíà÷àåò, ÷òî 100 000 ñì íà ìåñòíîñòè 

ñîîòâåòñòâóåò 1 ñì íà êàðòå. Ìàñøòàá ãåîãðàôè÷åñêîé êàðòû — ýòî ÷àñòíîå, 
ìåíüøåå åäèíèöû. Ñóùåñòâóþò ìàñøòàáû áîëüøå åäèíèöû, íàïðèìåð, òåõíè÷å-
ñêèå ÷åðòåæè, èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìèêðîñêîïà, è ò. ä. Íàïðè-
ìåð, ìàñøòàá 9:1 îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåð ïðåäìåòà íà ÷åðòåæå óâåëè÷åí â 9 ðàç.

З а д а ч а  1 . Òðóáîïðîâîä äëèíîé 50 êì èçîáðàæåí íà êàðòå îòðåçêîì 2,5 ñì. Íàéòè 
ìàñøòàá êàðòû.

Ðåøåíèå: 
Ïåðåâåäåì äëèíó òðóáîïðîâîäà â ñàíòèìåòðû: 50 êì  50 000 ì  5 000 000 ñì. 

Íàéäåì îòíîøåíèå äëèíû îòðåçêà íà êàðòå è äëèíû îòðåçêà íà ìåñòíîñòè: 
2,5 : 5 000 000  25 : 50 000 000  1 : 2 000 000.
Îòâåò: 1 : 200 000.
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З а д а ч а  2 . Äëèíà æåëåçíîäîðîæíîé ìàãèñòðàëè èç Ìîñêâû äî Êóðñêà ïðèáëèæåí-
íî ðàâíà 540 êì. Êàêîé äëèíû áóäåò ëèíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ ýòó ìàãèñòðàëü, íà 
êàðòå, ñäåëàííîé â ìàñøòàáå 1 : 10 000 000?

Ðåøåíèå:
1) 540 êì  540 000 ì  54 000 000 (ñì);
2) 54 000 000 : 10 000 000  5,4 (ñì).
Îòâåò: 5,4 ñì.
З а д а ч а  3 . Íà ïëàíå èçîáðàæåí ó÷àñòîê çåìëè â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíà-
ìè 2 è 8 ñì. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ýòîãî ó÷àñòêà, åñëè ìàñøòàá ïëàíà 1 : 1500?

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî ó÷àñòêà íà ìåñòíîñòè:

2 ñì  1500  3 000 ñì  30 ì; 8 ñì  1500  12 000 ñì  120 (ì).
Òîãäà ïëîùàäü ó÷àñòêà: 30  1200  36 000 ì2  3,6 (ãà).

Îòâåò: 3,6 ãà.
З а д а ч а  4 . Äåòàëü íà ÷åðòåæå, âûïîëíåííîì â ìàñøòàáå 5 : 1, èìååò äëèíó 2,7 ñì. 
Êàêóþ äëèíó áóäåò èìåòü äåòàëü íà ÷åðòåæå, âûïîëíåííîì â ìàñøòàáå 9 : 1?

Ðåøåíèå: 
Ìàñøòàá 5 : 1 îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííûå ðàçìåðû äåòàëè â ïÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì 

íà ÷åðòåæå, ò. å. 2,7 ñì  5. Ìàñøòàá 9 : 1 îçíà÷àåò, ÷òî èçîáðàæåíèå äåòàëè íà 
÷åðòåæå óìåíüøàò â 9 ðàç, ò. å. äëèíà äåòàëè íà ýòîì ÷åðòåæå áóäåò:

2 7 5 9
2 7 5

9
0 3 5 1 5, :

,
, , .⋅ =

⋅
= ⋅ =

Îòâåò: 1,5 ñì.

Задачи на нахождение среднего арифметического нескольких чисел
Ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì íåñêîëüêèõ ÷èñåë íàçûâàþò ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ 

ñóììû ýòèõ ÷èñåë íà ÷èñëî ñëàãàåìûõ: 

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå 
ñóììà ÷èñåë

êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ
.

З а д а ч а  1 . Âî âðåìÿ ñîðåâíîâàíèé ïî ôèãóðíîìó êàòàíèþ çà ïðîèçâîëüíóþ ïðî-
ãðàììó ñïîðòñìåíêà ïîëó÷èëà ñëåäóþùèå îöåíêè: 5,9; 5,8; 5,9; 5,7 è 6,0. Êàêîâ 
ñðåäíèé áàëë, ïîëó÷åííûé ôèãóðèñòêîé â ýòîì âèäå êàòàíèÿ?

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ ïÿòè ÷èñåë: 

(5,9  5,8  5,9  5,7  6,0) : 5  5,86.
Îòâåò: 5,86.
З а д а ч а  2 . Ïîåçä øåë 4 ÷ ñî ñêîðîñòüþ 72 êì/÷ è 2 ÷ ñî ñêîðîñòüþ 84 êì/÷. Íàéòè 
ñðåäíþþ ñêîðîñòü ïîåçäà íà ýòîì ó÷àñòêå ïóòè.

Ðåøåíèå: 
Âåñü ïóòü ñîñòàâèò: 72  4  84  2  456 (êì), âðåìÿ äâèæåíèÿ: 4  2  6 (÷), 

òîãäà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàâíà: 456 : 6  76 (êì/÷).
Îòâåò: 76 êì/÷.

Ñðåäíþþ ñêîðîñòü ìîæíî íàéòè òàê:

ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
âåñü ïðîéäåííûé ïóòü

âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ñðåäíþþ óðîæàéíîñòü, ñðåäíþþ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü è ò. ä.
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Åñëè èçâåñòíî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, òî ñóììó ÷èñåë ìîæíî íàéòè òàê:
Ñóììà ÷èñåë  (ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå)  (êîëè÷åñòâî ÷èñåë).

З а д а ч а  3 . Ñðåäíèé âîçðàñò 11 ôóòáîëèñòîâ — 23 ãîäà. Âî âðåìÿ èãðû îäíîãî 
ôóòáîëèñòà óäàëèëè, è ñðåäíèé âîçðàñò ôóòáîëèñòîâ ñòàë 22 ãîäà. Ñêîëüêî ëåò 
óäàëåííîìó ôóòáîëèñòó?

Ðåøåíèå: 
Ñðåäíèé âîçðàñò 11 ôóòáîëèñòîâ — 23 ãîäà, çíà÷èò îáùàÿ ñóììà èõ âîçðàñ-

òîâ: 23  11  253 (ãîäà). Ïîñëå óäàëåíèÿ îäíîãî èãðîêà ôóòáîëèñòîâ îñòàëîñü 10, 
èõ ñðåäíèé âîçðàñò: 22  10  220 (ëåò). Çíà÷èò, óäàëèëè ôóòáîëèñòà, êîòîðîìó: 
253 – 220  33 (ãîäà).
Îòâåò: 33 ãîäà.

Задачи на движение
Ïóñòü âî âñåõ çàäà÷àõ àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 80 êì/÷, à ìîòîöèê-

ëèñò — ñî ñêîðîñòüþ 50 êì/÷.

З а д а ч а  1 . Èç äâóõ ãîðîäîâ îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âûåõàëè àâòîìî-
áèëü è ìîòîöèêëèñò. Êàêîå ðàññòîÿíèå áóäåò ìåæäó íèìè ÷åðåç 1 ÷, 2 ÷, ÷åðåç 
êàêîå âðåìÿ îíè âñòðåòÿòñÿ? Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè 325 êì.

Ðåøåíèå: 
Êîëè÷åñòâî êèëîìåòðîâ, íà êîòîðîå çà åäèíèöó âðåìåíè ñáëèæàþòñÿ àâòîìî-

áèëü è ìîòîöèêë, íàçûâàþò ñêîðîñòüþ ñáëèæåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå: 80  50 
 130 (êì/÷).

Çà îäèí ÷àñ îíè ñáëèçÿòñÿ íà 130 êì.
Çà äâà ÷àñà îíè ñáëèçÿòñÿ íà: 130  2  260 (êì).
Âñòðåòÿòñÿ ÷åðåç: 325 : 130  2,5 (÷).

Îòâåò: 130 êì; 260 êì; 2,5 ÷.
З а д а ч а  2 . Ïîñëå âñòðå÷è àâòîìîáèëü è ìîòîöèêë îòïðàâèëèñü â ïðîòèâîïîëîæíûå 
ñòîðîíû. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå îíè óäàëÿòñÿ äðóã îò äðóãà çà 1 ÷, çà 2 ÷?

Ðåøåíèå: 
Êîëè÷åñòâî êèëîìåòðîâ, íà êîòîðîå çà åäèíèöó âðåìåíè óäàëÿþòñÿ àâòîìî-

áèëü è ìîòîöèêë, íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ óäàëåíèÿ äðóã îò äðóãà. Ýòî: 80  50 
 130 (êì).

Çà ÷àñ îíè óäàëÿòñÿ íà 130 êì.
Çà äâà ÷àñà — íà: 130  2  260 (êì).

Îòâåò: 130 êì; 260 êì. 

Ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó (â ñòîðîíû äðóã îò äðóãà) ñêîðîñòü ñáëè-
æåíèÿ (óäàëåíèÿ) ðàâíà ñóììå ñêîðîñòåé.

З а д а ч а  3 . Àâòîìîáèëü è ìîòîöèêë âûåõàëè îäíîâðåìåííî â îäíó ñòîðîíó èç äâóõ 
ïóíêòîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 390 êì. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå îíè ñáëèçÿò-
ñÿ ÷åðåç 1 ÷, 2 ÷, êîãäà àâòîìîáèëü äîãîíèò ìîòîöèêë?

Ðåøåíèå: 
Ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëåì è ìîòîöèêëîì 

áóäåò ñîêðàùàòüñÿ êàæäûé ÷àñ íà: 80 – 50  30 (êì).
Çà 1 ÷ îíè ñáëèçÿòñÿ íà 30 êì, çà 2 ÷ — íà:  

30  2  60 (êì). Àâòîìîáèëü äîãîíèò ìîòîöèêë ÷å-
ðåç: 390 : 30  13 (÷).
Îòâåò: 30 êì; 60 êì; 13 ÷. 

50 êì/÷ 80 êì/÷

Ðèñ. 3.49 

50 êì/÷80 êì/÷

Ðèñ. 3.50 
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З а д а ч а  4 . Àâòîìîáèëü è ìîòîöèêë îäíîâðåìåííî âûåõàëè èç îäíîãî ïóíêòà â îä-
íîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì àâòîìîáèëü óäàëÿåòñÿ îò ìîòîöèêëà. Íà êàêîå ðàñ-
ñòîÿíèå îíè óäàëÿòñÿ äðóã îò äðóãà çà 1 ÷, 2 ÷? 

Ðåøåíèå: 
Ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëåì è ìîòîöèêëîì 

êàæäûé ÷àñ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà: 80 – 50 
 30 (êì).

Çà 1 ÷ îíè óäàëÿòñÿ íà 30 êì, çà 2 ÷ — íà: 0  2 
 60 (êì).

Îòâåò: 30 êì; 60 êì. 

Ïðè äâèæåíèè â îäíîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ (óäàëåíèÿ) ðàâíà 
ðàçíîñòè ñêîðîñòåé.

З а д а ч а  5 . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåëîì è ãîðîäîì 280 êì. Èç ñåëà â ãîðîä âûåõàë 
ëåãêîâîé àâòîìîáèëü. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç ãîðîäà â ñåëî âûåõàëà ãðóçîâàÿ 
ìàøèíà. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîåõàëà ãðóçîâàÿ ìàøèíà äî âñòðå÷è ñ ëåãêîâûì 
àâòîìîáèëåì, åñëè ãðóçîâàÿ ìàøèíà äâèãàëàñü ñî ñêîðîñòüþ 48 êì/÷, ÷òî ñî-
ñòàâëÿëî 3/4 îò ñêîðîñòè ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ?

Ðåøåíèå: 

1) 48
3

4

48 4

3
64: =

⋅
=  (êì/÷) — ñêîðîñòü ëåãêîâîãî 

àâòîìîáèëÿ;
2) 48  64  112 (êì/÷) — ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ;
3) 280 : 112  2,5 (÷) — âñòðåòÿòñÿ ëåãêîâîé è ãðó-

çîâîé àâòîìîáèëè;
4) 48  2,5  120 (êì) — ïðîéäåò ãðóçîâîé àâòîìî-

áèëü äî âñòðå÷è.
Îòâåò: 120 êì.

Движение по течению и против течения
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî òå÷åíèþ = ñêîðîñòü ñîáñòâåííàÿ + ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïðîòèâ òå÷åíèÿ = ñêîðîñòü ñîáñòâåííàÿ – ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.

З а д а ч а  6 . Êàòåð äâèæåòñÿ ïî òå÷åíèþ ðåêè ñî ñêîðîñòüþ 15,2 êì/÷, à ïðîòèâ òå-
÷åíèÿ — 8,2 êì/÷. Êàêîâà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ? 

Ðåøåíèå: 
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî òå÷åíèþ îòëè÷àåòñÿ îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðîòèâ òå÷å-

íèÿ íà äâå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, ò. å. ñêîðîñòü òå÷åíèÿ: (15,2 – 8,2) : 2  3,5 (êì/÷).
Îòâåò: 3,5 êì/÷.
З а д а ч а  7 . Ìîòîðíàÿ ëîäêà ïðîøëà 207 êì ïî òå÷åíèþ ðåêè çà 13,5 ÷, ïîòðàòèâ 
1

9
 ÷àñòü âðåìåíè íà îñòàíîâêè. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè 1,75 êì/÷. Ñêîëüêî êè-

ëîìåòðîâ ìîæåò ïðîéòè ýòà ëîäêà çà 2 ÷ ïðîòèâ òå÷åíèÿ?
Ðåøåíèå:

1) 13 5 13 5
1

9
13 5 1 5 12, , , ,− ⋅ = − =  (÷àñ) — âðåìÿ äâèæåíèÿ ëîäêè ïî òå÷åíèþ áåç 

îñòàíîâîê;
2) 207 : 12  17,25 (êì/÷) — ñêîðîñòü ïî òå÷åíèþ;
3) 17,25 – 1,75  15,5 (êì/÷) — ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè;

50 êì/÷

80 êì/÷

Ðèñ. 3.51 

48 êì/÷

?

64 êì/÷

Ëåãê. àâò.Ãðóç. ìàø.

Ãîðîä Ñåëî

280 êì

⎧⎨ ⎪⎪⎩ ⎪⎪

Ðèñ. 3.52 
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4) 15,5 – 1,75  13,75 (êì/÷) — ñêîðîñòü ïðîòèâ òå÷åíèÿ;
5) 13,75  2  27,5 (êì) — ïðîéäåò ëîäêà çà 2 ÷ ïðîòèâ òå÷åíèÿ.
Îòâåò: 27,5 êì.

Задачи на совместную работу
Åñëè â çàäà÷àõ íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó íå óêàçàí îáúåì ðàáîò, òî âñþ ðàáîòó 

ïðèíèìàþò çà åäèíèöó. Êðîìå òîãî, â ýòèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàåòñÿ âðåìÿ, â òå-
÷åíèå êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ðàáîòà, è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ò. å. ðàáîòà, ïðîèç-
âåäåííàÿ â åäèíèöó âðåìåíè.

З а д а ч а  8 . Äâà òðàêòîðèñòà âñïàõàëè ïîëå çà 12 ÷. Îäèí òðàêòîðèñò, ðàáîòàÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíî, ìîæåò âñïàõàòü ïîëå çà 30 ÷. Çà ñêîëüêî âñïàõàë áû ïîëå âòîðîé 
òðàêòîðèñò, ðàáîòàÿ ñàì?

Ðåøåíèå: 

Åñëè äâà òðàêòîðèñòà âñïàõàëè ïîëå çà 12 ÷, çíà÷èò, çà 1 ÷ îíè âñïàøóò 
1

12
 

÷àñòü ïîëÿ. Ïåðâûé òðàêòîðèñò âñïàøåò âñå ïîëå çà 30 ÷, à çà 1 ÷ — 
1

30
 ïîëÿ. 

Òîãäà âòîðîé òðàêòîðèñò âñïàøåò: 
1

12

1

30

5 2

60

3

60

1

20
− =

−
= =  ÷àñòü ïîëÿ. Çíà÷èò, 

âòîðîé òðàêòîðèñò, ðàáîòàÿ ñàì, âñïàøåò ïîëå çà 20 ÷.
Îòâåò: 20 ÷.
З а д а ч а  9 . Â áàññåéí ïðîâåäåíî òðè òðóáû: ÷åðåç ïåðâóþ òðóáó áàññåéí ìîæåò íà-
ïîëíèòüñÿ çà 6 ÷, ÷åðåç äðóãóþ — çà 4 ÷, à ÷åðåç òðåòüþ òðóáó âñÿ âîäà èç íà-
ïîëíåííîãî áàññåéíà ìîæåò âûòå÷ü çà 12 ÷. Çà êàêîå âðåìÿ ìîæåò íàïîëíèòüñÿ 
ïîëîâèíà áàññåéíà, åñëè îòêðûòü âñå òðè òðóáû?

Ðåøåíèå: 

Çà 1 ÷ ïåðâàÿ òðóáà íàïîëíÿåò 
1

6
 ÷àñòü, âòîðàÿ — 

1

4
 ÷àñòü, ÷åðåç òðåòüþ âû-

òåêàåò 
1

12
 ÷àñòü. Òî åñòü çà 1 ÷ íàïîëíèòñÿ: 

1

6

1

4

1

12

2 3 1

12

4

12

1

3
+ − =

+ −
= =  ÷àñòü 

áàññåéíà. Òîãäà âåñü áàññåéí íàïîëíèòñÿ çà 3 ÷, à ïîëîâèíà áàññåéíà — çà 
1,5 ÷.
Îòâåò: 1,5 ÷.

Задачи на дроби и отношения

З а д а ч а  1 0 . Çà ïåðâûé äåíü òóðèñò ïðîøåë 
1

3
 ÷àñòü ïóòè, çà âòîðîé — 

3

8
 îñòàâ-

øåãî ïóòè, à çà òðåòèé — îñòàëüíûå 30 êì. Êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîøåë òóðèñò çà 
òðè äíÿ?

Ðåøåíèå:

1) 1
1

3

2

3
− =  — ÷àñòü ïóòè ïðîøåë òóðèñò çà âòîðîé è òðåòèé äåíü âìåñòå;

2) 
2

3

3

8

1

4
⋅ =  — ïðîøåë òóðèñò çà âòîðîé äåíü;
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3) 
2

3

1

4

8 3

12

5

12
− =

−
=  — ïðîøåë òóðèñò çà òðåòèé äåíü, ÷òî ñîñòàâèëî 30 êì;

4) 30
5

12

30 12

5
72: =

⋅
=  (êì) — ïðîøåë çà 3 äíÿ.

Îòâåò: 72 êì.

З а д а ч а  1 1 . Â ïåðâîé øêîëå 840 ó÷åíèêîâ, âî âòîðîé — íà 
1

7
 ýòîãî ÷èñëà áîëüøå, 

â òðåòüåé — 
5

6
 ÷èñëà ó÷åíèêîâ âòîðîé øêîëû, à â ÷åòâåðòîé — 

3

10
 ÷èñëà ó÷å-

íèêîâ ïåðâûõ òðåõ øêîë âìåñòå. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ â ÷åòûðåõ øêîëàõ âìåñòå?
Ðåøåíèå:

1) 840 840
1

7
840 120 960+ ⋅ = + =  (ó÷åíèêîâ) — âî âòîðîé øêîëå;

2) 960
5

6

960 5

6
800⋅ =

⋅
=  (ó÷åíèêîâ) — â òðåòüåé øêîëå;

3) ( )840 960 800
3

10

2600 3

10
780+ + ⋅ =

⋅
=  (ó÷åíèêîâ) — â ÷åòâåðòîé øêîëå;

4) 840  960  800  780  3 380 (ó÷åíèêîâ).
Îòâåò: 3 380 ó÷åíèêîâ.
З а д а ч а  1 2 . Â äâóõ ñëèòêàõ ñåðåáðà ìàññîé 300 ã è 400 ã ðàçëè÷íîå ïðîöåíòíîå 
ñîäåðæàíèå ñåðåáðà. Êàæäûé èç ñëèòêîâ ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè òàê, 
÷òîáû èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõ êóñêîâ ìîæíî áûëî èçãîòîâèòü äâà ñëèòêà ìàñ-
ñîé 200 ã è 500 ã ñ ðàâíûì ïðîöåíòíûì ñîäåðæàíèåì ñåðåáðà. Íà êàêèå ÷àñòè 
ñëåäóåò ðàçäåëèòü êàæäûé ñëèòîê?

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî â íîâûõ ñëèòêàõ, ò. å. ñëèòêàõ ìàññîé 200 ã è 500 ã, ïðîöåíò-

íîå ñîäåðæàíèå ñåðåáðà äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê è â ñëèòêå ìàññîé 700 ã, 
ïîëó÷èâøåìñÿ áû ïðè ñïëàâëåíèè âìåñòå èñõîäíûõ ñëèòêîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå, â êîòîðîì â êàæäûé íîâûé ñëèòîê âõîäÿò ÷àñòè 
èñõîäíûõ, äîëæíî áûòü: 300 : 400  3 : 4. Ïîëó÷èëè çàäà÷ó: ðàçäåëèòü çàäàííóþ 
âåëè÷èíó íà ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ÷èñëàì 3 : 4.

200-ãðàììîâûé ñëèòîê äîëæåí ñîäåðæàòü:

3

7
200

600

7
⋅ =  (ã) — èñõîäíîãî ïåðâîãî ñëèòêà;

4

7
200

800

7
⋅ =  (ã) — èñõîäíîãî âòîðîãî.

Àíàëîãè÷íî äëÿ 400-ãðàììîâîãî ñëèòêà:
3

7
500

1500

7
⋅ =

4

7
500

2000

7
⋅ = .

Îòâåò: ñëèòîê ìàññîé 300 ã ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà ÷àñòè 
600

7
 ã è 

1500

7
 ã, à ñëè-

òîê ìàññîé 400 ã — íà ÷àñòè 
800

7
 ã è 

2 000

7
 ã. 
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3.3.2.  Решение текстовых задач алгебраическим способом

Задачи на движение
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà: 

s  v  t

ãäå v — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, t — âðåìÿ, s — ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå çà âðåìÿ t 
ñî ñêîðîñòüþ v. 

Îòñþäà ïîëó÷èì ôîðìóëû: t
s
v

 è v
s
t
.

З а д а ч а  1 . Ïàññàæèð, åõàâøèé â ïîåçäå ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷, çàìåòèë, ÷òî âñòðå÷-
íûé ïîåçä ïðîøåë ìèìî íåãî çà 2,5 ñ. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü âñòðå÷íîãî ïîåçäà, 
åñëè åãî äëèíà 100 ì.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñêîðîñòü âñòðå÷íîãî ïîåçäà x êì/÷, òîãäà åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî 

ïàññàæèðà — (x  60) êì/÷. 100 ì  0,1 êì. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé t
s
v

,  

ïîëó÷èì óðàâíåíèå 
0 1

60
2 5

1

3 600

,
, ;

x +
= ⋅  x  60  144; x  84. 

Îòâåò: 84 êì/÷. 
З а д а ч а  2 . Äîðîãó îò A äî B âåëîñèïåäèñò ïðîåçæàåò ñî ñêîðîñòüþ v

1
 êì/÷, à îá-

ðàòíóþ äîðîãó îò B äî A — ñî ñêîðîñòüþ v
2
 êì/÷. Îïðåäåëèòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü 

âåëîñèïåäèñòà. 
Ðåøåíèå: 

Ïóñòü s — ðàññòîÿíèå îò A äî B, t
1
 è t

2
 — âðåìÿ, çàòðà÷åííîå âåëîñèïåäèñòîì 

ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìîé è îáðàòíûé ïóòü, òîãäà t
s
v1

1

 è t
s
v2

2

.

Îáùåå âðåìÿ ïóòè: t  t
1
  t

2
. Çà ýòî âðåìÿ âåëîñèïåäèñò ïðåîäîëåâàåò ðàññòîÿ-

íèå 2s. Òîãäà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü: v
s
t
2

 èëè v  t  2s. 

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: v
s
v

s
v

s⋅ +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

1 2

2 ;  v
v v
v v

⋅
+
⋅

=1 2

1 2

2;  v
v v

v v
=

⋅
+

2 1 2

1 2

.

Íàïðèìåð, åñëè v
1
  20 êì/÷ è v

2
  30 êì/÷, òî: v =

⋅ ⋅
+

=
2 20 30

20 30
24  êì/÷. 

Îòâåò: v
v v

v v
=

⋅
+

2 1 2

1 2

.

З а д а ч а  3 . Äîðîãà îò A äî B äëèíîé 11,5 êì èäåò ñíà÷àëà ââåðõ, ïîòîì ïî ðîâíî-
ìó ó÷àñòêó è çàòåì âíèç. Ïåøåõîä, èäÿ èç A â B, ïðîøåë äîðîãó çà 2 ÷ 54 ìèí, 
à íà îáðàòíóþ äîðîãó çàòðàòèë 3 ÷ 6 ìèí. Ñêîðîñòü 
ïåøåõîäà: ââåðõ — 3 êì/÷, ïî ðîâíîìó ó÷àñòêó — 
4 êì/÷, âíèç — 5 êì/÷. Íàéòè ïðîòÿæåííîñòü ðîâ-
íîãî ó÷àñòêà ïóòè. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïðè äâèæåíèè îò A äî B x — äëèíà äîðîãè 

ââåðõ, y — äëèíà ðîâíîãî ó÷àñòêà, òîãäà (11,5 – x – 
– y) — äëèíà äîðîãè âíèç. 

3 5 3

4
4

5A

x

y 11,5 – x – y

B
Ðèñ. 3.53 
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Ïðè äâèæåíèè îò B äî A èìååì: (11,5 – x – y) — ïðîòÿæåííîñòü ïóòè ââåðõ, 
x — ïðîòÿæåííîñòü ïóòè âíèç. 

Ïðè äâèæåíèè îò A äî B: 
x
3

 — âðåìÿ äâèæåíèÿ ââåðõ; 
y
4

 — âðåìÿ äâèæåíèÿ 

ïî ðîâíîìó ó÷àñòêó; 
11 5

5

, x y
 — âðåìÿ äâèæåíèÿ âíèç. 

Àíàëîãè÷íî ïðè äâèæåíèè îò B äî A: 
11 5

3

, x y
 — âðåìÿ äâèæåíèÿ ââåðõ; 

x
5

 — âðåìÿ äâèæåíèÿ âíèç; 
y
4

 — âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ðîâíîìó ó÷àñòêó. 

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x y x y

x y y x
3 4

11 5

5
2

54

60
11 5

3 4 3
3

6

60

+ +
− −

=

− −
+ + =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,
,

,
.

Ñëîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ: 
x x y y y x y x
3

11 5

3 4 4

11 5

5 5
6+

− −
+ + +

− −
+ =

, ,
;

 
11 5

3 3 2

11 5

5 5
6

, ,
;− + + − =

y y y
 y  4. 

Îòâåò: 4 êì. 

Составление неравенств в задачах на движение

З а д а ч а  4 . Âåëîñèïåäèñò âûåõàë èç A â B. Ðàññòîÿíèå îò A äî B ðàâíî 60 êì, ñêî-
ðîñòü âåëîñèïåäèñòà ïîñòîÿííà. Íå çàäåðæèâàÿñü â B, îí åäåò îáðàòíî ñ òîé æå 
ñêîðîñòüþ, íî ÷åðåç ÷àñ ïîñëå âûåçäà èç B äåëàåò îñòàíîâêó íà 20 ìèí. Ïîñëå 
ýòîãî îí ïðîäîëæàåò ïóòü, óâåëè÷èâ ñêîðîñòü íà 4 êì/÷. Â êàêîì èíòåðâàëå çà-
êëþ÷åíà ñêîðîñòü v âåëîñèïåäèñòà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà îáðàòíûé ïóòü îò B äî 
A îí ïîòðàòèë âðåìåíè íå áîëåå, ÷åì îò A äî B?

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà — x êì/÷. Òîãäà âðåìÿ åãî 

äâèæåíèÿ èç A è B ðàâíà t
xAB

60
 ÷, à îáðàòíî — t

x
xBA =

−
+

+
60

4
1

1

4
 ÷. 

Ïî óñëîâèþ tBA  tAB, òîãäà: 

60

4

4

3

60−
+

+ ≤
x

x x
;  

60

4

60 4

3
0

−
+

− + ≤
x

x x
;  

x x
x x

2 16 720

4
0

+ −
+

≤
( )

.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ: 

( )( )

( )
.

x x
x x

− +
+

≤
20 36

4
0  

+ – + – +

–36 –4 0 20
 

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, òî íàì ïîäõîäèò òîëüêî 
ïðîìåæóòîê (0; 20]. 
Îòâåò: 0  v  20 êì/÷. 

x êì

CA B

(60 – x) êì

60 êì

1 ÷

Ðèñ. 3.54 
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Задачи на движение тел по окружности

З а д а ч а  5 . Ïî îêðóæíîñòè äëèíîé 60 ì ðàâíîìåðíî è â îäíîì íàïðàâëåíèè äâè-
æóòñÿ äâå òî÷êè. Îäíà èç íèõ äåëàåò ïîëíûé îáîðîò íà 5 ñ áûñòðåå äðóãîé. Ïðè 
ýòîì òî÷êè âñòðå÷àþòñÿ êàæäûé ðàç ÷åðåç 1 ìèí. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòè òî÷êè. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x ñ — âðåìÿ, çà êîòîðîå ïåðâàÿ òî÷êà äåëàåò ïîëíûé îáîðîò, âòîðàÿ 

òî÷êà — çà y ñ. Òîãäà ñêîðîñòè òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî: 

v
x x1

60 3 600
ì/ñ ì/ìèí  è v

y y2

60 3 600
ì/ñ ì/ìèí.

Ïóñòü x  y, òîãäà ïî óñëîâèþ y – x  5. 
Ïîñêîëüêó òî÷êè âñòðå÷àþòñÿ êàæäóþ ìèíóòó 

è ïåðâàÿ äâèæåòñÿ áûñòðåå, îíà äîëæíà çà 1 ìèí 
ïðîéòè ïîëíûé êðóã 60 ì è åùå ñòîëüêî, ñêîëüêî 

óñïååò ïðîéòè çà 1 ìèí âòîðàÿ òî÷êà, ò. å. 
3 600

y
 (ì). 

Ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå: 
3 600 3 600

60
x y

= +  èëè 
60 60

1
x y

= + ;   

60y – 60x  xy. 

Ñîñòàâèì ñèñòåìó: 
y x

y x xy

− =
− =

⎧
⎨
⎩

5

60 60

,

.

Ðåøèì ñèñòåìó ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè: y  x  5. 
60(x  5) – 60x  x(x  5); x2 – 5x – 300  0; x

1
  15; x

2
  –20 — íå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. x  15, y  20. 

Òîãäà v1

60

15
4  (ì/ñ); v2

60

20
3  (ì/ñ). 

Îòâåò: 4 ì/ñ; 3 ì/ñ. 
З а д а ч а  6 . Ïàññàæèðñêèé è òîâàðíûé ïîåçäà âûåõàëè îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó 
äðóã äðóãó èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 1080 êì. Ïàññàæèð-
ñêèé ïîåçä ïðîõîäèë çà 1 ÷ íà 10 êì áîëüøå, ÷åì òîâàðíûé. Íàéòè ñêîðîñòü 
êàæäîãî ïîåçäà, åñëè ÷åðåç 5 ÷ ïîñëå âûõîäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñîñòàâèëî 
630 êì.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x êì/÷ — ñêîðîñòü òîâàðíîãî ïîåçäà. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

Âèä òðàíñïîðòà v, êì/÷ t, ÷ s, êì

Òîâàðíûé ïîåçä x 5 5x

Ïàññàæèðñêèé ïîåçä x  10 5 5(x  10)

Îáùèé ïóòü ñîñòàâèò: 
5x  5(x  10)  630  1080;  
5x  5x  50  630  1080;  

x  40; x  10  50. 
Îòâåò: 40 êì/÷, 50 êì/÷. 
З а д а ч а  7 . Ñ àýðîäðîìà âûëåòàþò îäíîâðåìåííî â ïóíêò, êîòîðûé óäàëåí îò íåãî 
íà 2 400 êì, äâà ñàìîëåòà. Ñêîðîñòü îäíîãî èç íèõ íà 120 êì/÷ áîëüøå ñêîðîñòè 

íà
5 ñåê

÷åðåç 1 ìèí

Ðèñ. 3.55 

5x êì 630 êì 5(x + 10) êì

1080 êì

Ðèñ. 3.56 
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äðóãîãî, ïîýòîìó îí ïðèëåòèò â ïóíêò íàçíà÷åíèÿ íà ÷àñ ðàíüøå. Íàéòè ñêî-
ðîñòü êàæäîãî ñàìîëåòà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñêîðîñòü îäíîãî ñàìîëåòà — x êì/÷, òîãäà âòîðîãî — (x  120) êì/÷. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

Ñàìîëåò v, êì/÷ t, ÷ s, êì

Ïåðâûé (ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ) x
2 400

x
2 400

Âòîðîé (ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ) x  120
2 400

120x
2 400

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà 
2 400

x
 íà 1 ÷àñ áîëüøå, ÷åì 

2 400

120x
,  ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå: 
2 400 2 400

120
1

x x
−

+
= .

2 400(x  120) – 2 400x  x(x  120); x2  120x – 288 000  0; x
1
  –600, x

2
  480. 

x
1
 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, x  480, x  120  600. 

Îòâåò: 480 êì/÷ è 600 êì/÷. 

Задачи на движение по реке (по течению и против течения)
Åñëè v

ñ
 — ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè (êàòåðà è ò. ä.), v

òå÷
 — ñêîðîñòü òå÷å-

íèÿ ðåêè, òî ñêîðîñòü ïî òå÷åíèþ: v
ïî
  v

ñ
  v

òå÷
, ñêîðîñòü ïðîòèâ òå÷åíèÿ: v

ïð
 

 v
ñ
 – v

òå÷
. 

З а д а ч а  8 . Êàòåð ïðîïëûë 9 êì ïî òå÷åíèþ ðåêè è 14 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ, çàòðàòèâ 
íà âåñü ïóòü ñòîëüêî âðåìåíè, ñêîëüêî åìó ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðîïëûòü 24 êì 
â ñòîÿ÷åé âîäå. Íàéòè ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü êàòåðà, åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè 
2 êì/÷. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñêîðîñòü êàòåðà â ñòîÿ÷åé âîäå (ò. å. ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü êàòåðà) — 

x êì/÷. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ v, êì/÷ t, ÷ s, êì

Ïî òå÷åíèþ x  2
9

2x
9

Ïðîòèâ òå÷åíèÿ x – 2
14

2x
14

Â ñòîÿ÷åé âîäå x
24

x
24

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî òå÷åíèþ è ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðàâíî âðåìåíè äâèæåíèÿ 
â ñòîÿ ÷åé âîäå. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

9

2

14

2

24

x x x+
+

−
= ;  

9x(x – 2)  14x(x  2)  24(x – 2)(x  2); 
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x2 – 10x  96  0;
x

1
  –6; x

2
  16. 

×èñëî –6 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, x  16. 
Îòâåò: 16 êì/÷. 
З а д а ч а  9 . Ìîòîðíîé ëîäêå, ÷òîáû ïðîéòè 12 êì ïî òå÷åíèþ ðåêè è âîçâðàòèòü-
ñÿ íàçàä, íåîáõîäèìî 2,5 ÷. Çà 1 ÷ 20 ìèí îíà ïðîõîäèò 4 êì ïî òå÷åíèþ ðåêè 
è 8 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Íàéòè ñêîðîñòü ëîäêè â ñòîÿ÷åé âîäå (ñîáñòâåííóþ ñêî-
ðîñòü) è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè, y — ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöû. 

Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ v, êì/÷ t, ÷ s, êì

Îáùåå âðåìÿ äâè-
æåíèÿ — 2,5 ÷

Ïî òå÷åíèþ x  y
12

x y
12

Ïðîòèâ òå÷åíèÿ x – y
12

x y
12

Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ v, êì/÷ t, ÷ s, êì
Îáùåå âðåìÿ 
äâèæåíèÿ — 

1 1
1

3
÷ 20 ìèí ÷

Ïî òå÷åíèþ x  y
4

x y
4

Ïðîòèâ òå÷åíèÿ x – y
8

x y
8

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
12 12

2 5

4 8 4

3

x y x y

x y x y

+
+

−
=

+
+

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

, ,

 èëè 

24 24
5

12 24
4

x y x y

x y x y

+
+

−
=

+
+

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ñäåëàåì çàìåíó: t
x y1

12
=

+
;  t

x y2

24
=

−
,  ïîëó÷èì ñèñòåìó: 

2 5

4
1 2

1 2

t t

t t

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

;
 

t

t
1

2

1

3

=

=
⎧
⎨
⎩

,

.

Âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííûì x è y: 
12

1
x y+

= ;  
24

3
x y−

=  èëè 
x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

12

8

,

;
 x  10, y  2. 

Îòâåò: 10 êì/÷ è 2 êì/÷. 

Задачи на совместную работу
Â çàäà÷àõ íà ðàáîòó ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: 
t — âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ðàáîòà; 
N — ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ò. å. ðàáîòà, ïðîèçâåäåííàÿ â åäèíèöó âðåìåíè; 
A — ðàáîòà, ïðîèçâåäåííàÿ çà âðåìÿ t. 
Ýòè òðè âåëè÷èíû ñâÿçûâàåò óðàâíåíèå: 

A  Nt
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Åñëè â çàäà÷å íå óêàçàíî, êàêîé êîíêðåòíî îáúåì ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ, òî 
ðàáîòó ïðèíèìàþò çà åäèíèöó. 

Â çàäà÷àõ íà ïåðåêà÷èâàíèå æèäêîñòè íàñîñàìè çà åäèíèöó ïðèíèìàþò îáú-
åì ïåðåêà÷àííîé æèäêîñòè. 

З а д а ч а  1 0 . Ïóñòü áàññåéí íàïîëíÿåòñÿ ïåðâîé òðóáîé çà t
1
 ÷, à âòîðîé — çà t

2
 ÷. 

Íàéòè âðåìÿ íàïîëíåíèÿ áàññåéíà t ïðè îäíîâðåìåííîì îòêðûòèè êðàíîâ.
Ðåøåíèå: 

Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

Ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü, N

t, ÷
Îáúåì  

áàññåéíà

Ïåðâàÿ òðóáà
1

1t
t
1
 1

Âòîðàÿ òðóáà
1

2t
t
2
 1

Îáå òðóáû âìåñòå
1 1

1 2

1 2

1 2t t
t t
t t

+ =
+

t 1

Âðåìÿ t íàïîëíåíèÿ áàññåéíà îáåèìè òðóáàìè t N
t t
t t

t t
t t

= =
+
⋅

=
⋅
+

1 1 1 2

1 2

1 2

1 2

: : .

Íàïðèìåð, åñëè t
1
  20 ìèí, à t

2
  30 ìèí, òî t =

⋅
+

=
20 30

20 30
12  (ìèí). 

Îòâåò: 
t t

t t
1 2

1 2

.

З а д а ч а  1 1 . Ïðè èñïûòàíèè íà ýêîíîìè÷íîñòü äâóõ äâèãàòåëåé âíóòðåííåãî ñãî-
ðàíèÿ îäèíàêîâîé ìîùíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îäèí èçðàñõîäîâàë 600 ã 
áåíçèíà, à âòîðîé, ðàáîòàâøèé íà 2 ÷ ìåíüøå, èçðàñõîäîâàë 384 ã. Åñëè áû ïåð-
âûé äâèãàòåëü ðàñõîäîâàë â ÷àñ ñòîëüêî æå áåíçèíà, ñêîëüêî âòîðîé, à âòîðîé 
ñòîëüêî, ñêîëüêî ïåðâûé, òî çà òî æå âðåìÿ ðàáîòû ðàñõîä áåíçèíà â îáîèõ äâè-
ãàòåëÿõ áûë áû îäèíàêîâ. Ñêîëüêî áåíçèíà â ÷àñ ðàñõîäóåò êàæäûé äâèãàòåëü? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x è x – 2 — âðåìÿ ðàáîòû â ÷àñ ïåðâîãî è âòîðîãî äâèãàòåëåé. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó.

Ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü, N

t, ÷
Îáúåì  

áåíçèíà, ã

Ïåðâûé äâèãàòåëü
600

x
x 600

Âòîðîé äâèãàòåëü
384

2x
x – 2 384

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 
600

2
384

2x
x

x
x⋅ − =

−
⋅( ) ;  9x2 – 100x  100  0; x

1
  10 è x2

10

9
.

Ïî óñëîâèþ x  2. Òîãäà x  10; 
600

10
60;  

384

8
48.

Îòâåò: 60 ã è 48 ã. 
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З а д а ч а  1 2 . Äâîå ðàáî÷èõ çàíÿòû íà îäíîé è òîé æå ðàáîòå. Ñíà÷àëà îäèí ïðîðàáî-
òàë òðåòü òîãî âðåìåíè, êîòîðîå òðåáóåòñÿ âòîðîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåé ðàáîòû, 
ïîòîì âòîðîé ïðîðàáîòàë òðåòü òîãî âðåìåíè, êîòîðîå ïîòðàòèë áû ïåðâûé íà 

âûïîëíåíèå âñåé ðàáîòû. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî âûïîëíåíî 
5

6
 âñåé ðàáîòû. 

Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáîâàëîñü áû äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû êàæäî-
ìó ðàáî÷åìó, åñëè âìåñòå îíè ìîãóò âûïîëíèòü åå çà 1 ÷ 20 ìèí. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x è y — êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, çàòðà÷åííîå äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåé ðàáîòû 

ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì ðàáî÷èì, 1 — îáúåì âñåé ðàáîòû. 

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïåðâîãî ðàáî÷åãî — N
x1

1
,  âòîðîãî — N

y2

1
.

Ïåðâîå óñëîâèå äàåò N
y

N
x

1 23 3

5

6
⋅ + ⋅ =  èëè 

1

3

1

3

5

6x
y

y
x

⋅ + ⋅ = ;  x y xy2 2 5

2
+ = .

Âòîðîå óñëîâèå äàåò ( )N N1 2

4

3
1+ =  èëè 

1 1 4

3
1

x y
+⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = .

Òî åñòü x y xy+ =
3

4
. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

x y xy

x y xy

2 2 5

2
3

4

+ =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

;

 
x xy y xy xy

x y xy

2 22
5

2
2

3

4

+ + = +

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

;

 

( ) ,

( ) .

x y xy

x y xy

+ =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 9

2
3

4

 

Òîãäà 
xy

x y

=
+ =

⎧
⎨
⎩

8

6

,

.
 Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (2; 4) èëè (4; 2). 

Îòâåò: 2 ÷; 4 ÷. 

Задачи на планирование
Çàäà÷è íà ïëàíèðîâàíèå — ýòî çàäà÷è íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó, â êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåìûé îáúåì ðàáîòû èçâåñòåí èëè åãî íóæíî îïðåäåëèòü. Ïðè ýòîì ñðàâ-
íèâàåòñÿ ðàáîòà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü âûïîëíåíà ïî ïëàíó, è ðàáîòà, êîòîðàÿ 
âûïîëíÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè. 

Êàê è â çàäà÷àõ íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó, îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ: 
à) ðàáîòà (âûïîëíåííàÿ ôàêòè÷åñêè è çàïëàíèðîâàííàÿ); 
á) âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû (ôàêòè÷åñêîå è çàïëàíèðîâàííîå); 
â) ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà (ôàêòè÷åñêàÿ è çàïëàíèðîâàííàÿ). 

З а д а ч а  1 3 . Ó÷åíèê òîêàðÿ âûòà÷èâàåò øàõìàòíûå ïåøêè äëÿ îïðåäåëåííîãî êî-
ëè÷åñòâà øàõìàòíûõ êîìïëåêòîâ. Åñëè îí áóäåò èçãîòîâëÿòü íà 2 ïåøêè áîëü-
øå, òî âûïîëíèò çàäàíèå íà 10 äíåé áûñòðåå. Åñëè îí ñìîæåò èçãîòîâëÿòü åæå-
äíåâíî íà 4 ïåøêè áîëüøå, òî ñðîê èñïîëíåíèÿ çàäàíèÿ óìåíüøèòñÿ íà 16 äíåé. 
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Ñêîëüêî øàõìàòíûõ êîìïëåêòîâ îáåñïå÷èâàåò ïåøêàìè ýòîò òîêàðü, åñëè äëÿ 
êàæäîãî êîìïëåêòà íóæíî 16 ïåøåê? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü x — êîëè÷åñòâî ïåøåê äëÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà êîìïëåêòîâ øàõìàò, 

à â äåíü îí âûòà÷èâàåò y ïåøåê. 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

Ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü (ïåøåê  

çà 1 äåíü)
Âðåìÿ, äíåé Âñåãî ïåøåê

Â äåíü y ïåøåê y
x
y

x

Â äåíü y  2 ïåøêè y  2
x

y 2
x

Â äåíü y  4 ïåøêè y  4
x

y 4
x

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x
y

x
y

x
y

x
y

−
+

=

−
+

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
10

4
16

,

;

 
x y xy y y

x y xy y y

( ) ( ),

( ) ( );

+ − = +
+ − = +

⎧
⎨
⎩

2 10 2

4 16 4
 

−
+ − =

+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− = − =

5 10 0

4 16 0

6 0 6 0

2

2

2

y y x

y y x

y y y y

,

,

; ( ) ;

y  0 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è; 

y  6, x  240. Êîëè÷åñòâî êîìïëåêòîâ ðàâíî: 
240

16
15,  ò. å. íà îäèí êîìïëåêò 

èäåò 16 ïåøåê. 
Îòâåò: 15 êîìïëåêòîâ. 

Задачи на смеси и сплавы

З а д а ч а  1 4 . Ñìåøàëè 30 %-é è 10 %-é ðàñòâîðû ñîëÿíîé êèñëîòû è ïîëó÷èëè 
600 ã 15 %-ãî ðàñòâîðà. Ñêîëüêî ãðàììîâ êàæäîãî ðàñòâîðà áûëî âçÿòî? 

Ðåøåíèå: 
Ïîìåñòèì äàííûå â òàáëèöó. 

30 %-é ðàñòâîð 10 %-é ðàñòâîð 15 %-é ðàñòâîð

Ìàññà ðàñòâîðà x ã y ã 600 ã

Ìàññà êèñëîòû 
â ðàñòâîðå

0,3x ã 0,1y ã
0,15  600 

 90 ã

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

600

0 3 0 1 90

,

, ,
 èëè 
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x y

x y

x

y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

=
=

600

3 900

150

450

,

;

,

;
 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

150

450

,

.

Îòâåò: 150 ã 30 %-ãî ðàñòâîðà è 450 ã 10 %-ãî ðàñòâîðà. 

З а д а ч а  1 5 . Îïðåäåëèòü ïðîáó ñïëàâà ñåðåáðà ñ ìåäüþ, çíàÿ, ÷òî ñïëàâèâ åãî ñ 3 êã 
÷èñòîãî ñåðåáðà, ïîëó÷àþò ñïëàâ 900-é ïðîáû, à ñïëàâèâ åãî ñ 2 êã ñïëàâà 900-é 
ïðîáû, ïîëó÷àþò ñïëàâ 840-é ïðîáû. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñïëàâ ñîäåðæèò x êã ñåðåáðà è y êã ìåäè. Ñïëàâèâ åãî ñ 3 êã ÷èñòîãî 

ñåðåáðà, ïîëó÷èì: 
x

x y
+

+ +
=

3

3
0 900,  èëè x  3  0,9x  0,9y  2,7; 0,1x – 0,9y  –0,3. 

Ñïëàâèâ åãî ñ 2 êã ñïëàâà 900-é ïðîáû, ïîëó÷èì ÷èñòîãî ñåðåáðà (x  2 
0,900), îáùèé âåñ áóäåò (x  y  2), çíà÷èò: 

x
x y

+
+ +

=
1 8

2
0 840

,
,  èëè x  1,8  0,84x  0,84y  1,68; 0,16x – 0,84y  –0,12. 

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

0 1 0 9 0 3

0 16 0 84 0 12

, , , ,

, , , ;

x y

x y

− = −
− = −

⎧
⎨
⎩

 x  9y  –3; x  9y – 3,  

òîãäà 0,16(9y – 3) – 0,84y  –0,12; y  0,6; x  2,4. 

Òåïåðü ìàññà ñïëàâà: x  y  2,4  0,6  3 êã, ïðîáà åãî ðàâíà: 
2 4

3
0 8

,
, .

Îòâåò: 800-ÿ ïðîáà. 

Задачи на комбинацию арифметической и геометрической прогрессий
Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ÷ëåíà 

ïðîãðåññèé è èõ ñâîéñòâà. 

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

an — ÷ëåí ïðîãðåññèè, ñòîÿùèé íà 
n-ìåñòå. 

an  a
1
  d(n – 1), 

ãäå a
1
 — ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè; 

d — ðàçíîñòü.

a
a a

n
n n=

+− +1 1

2
,  

ãäå an–1
 è an 1

 — ÷ëåíû ïðîãðåññèè, 
ñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðåä è ïîñ-
ëå an 

bn — ÷ëåí ïðîãðåññèè, ñòîÿùèé íà 
n-ìåñòå.

bn  b
1
  qn–1, 

ãäå b
1
 — ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè; 

q — çíàìåíàòåëü.
b b bn n n

2
1 1= ⋅− + ,  

ãäå bn–1
 è bn 1

 — ÷ëåíû ïðîãðåññèè, 
ñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðåä è ïîñ-
ëå bn 

З а д а ч а  1 6 . Ñóììà òðåõ ÷èñåë ðàâíà 27. Ýòè ÷èñëà ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ 
ïðîãðåññèþ. Åñëè èç êàæäîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî âû÷åñòü 1, 3 è 2, òî îíè ñî-
ñòàâÿò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè ýòè ÷èñëà. 

Ðåøåíèå: 

Ïóñòü ÷èñëà x, y è z ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òîãäà y
x z

=
+
2

 

èëè 2y  x  z, êðîìå òîãî, ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 27, ò. å. x  y  z  27. 
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Åñëè îò ýòèõ ÷èñåë îòíÿòü 1, 3 è 2, ïîëó÷èì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ò. å. 
÷èñëà x – 1, y – 3 è z – 2 îáëàäàþò ñâîéñòâîì: (y – 3)2  (x – 1)(z – 2). Ïîëó÷èì 
ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x y z

x z y

y x z

+ + =
+ =

− = − −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

27

2

3 1 22

,

,

( ) ( )( ).

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå âìåñòî x  z ïîäñòàâèì 2y, ïîëó÷èì: 
2y  y  27; y  9. Òîãäà: 

x z

x z

+ + =

− = − −

⎧
⎨
⎩

9 27

9 3 1 22

,

( ) ( )( );
 

x z

x z

+ =
− − =

⎧
⎨
⎩

18

1 2 36

,

( )( ) ;
 

z  18 – x; (x – 1)(18 – x – 2)  36; 
x2 – 17x  52  0; x

1
  13, x

2
  4; 

z
1
  18 – 13  5, z

2
 

 18 – 4  14. 
Îòâåò: 13, 9, 5 èëè 4, 9, 14. 
З а д а ч а  1 7 . ×åòûðå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Åñëè ê êàæäî-
ìó èç íèõ äîáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 10, 11, 9 è 1, òî íîâûå ÷èñëà ñîñòàâÿò àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïåðâûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè — x, à çíàìåíàòåëü — y. Òîãäà 

÷åòûðå ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè áóäóò âûãëÿäåòü òàê: x, xy, xy2 è xy3. 
Åñëè ê ýòèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü 10, 11, 9 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì x  10;  
xy  11; xy2  9; xy3  1, ýòî óæå àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èñïîëüçóåì ñâîé-

ñòâî a
a a

n
n n=

+− +1 1

2
 èëè 2an  an–1

  an 1
. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

2 11 10 9

2 9 11 1

2

2 3

( ) ,

( ) ;

xy x xy

xy xy xy

+ = + + +

+ = + + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

xy xy x

xy xy xy

2

3 2

2 3

2 6

− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
  

x y y

xy y y

( ) ,

( ) ;

2

2

2 1 3

2 1 6

− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

xy y

x y

( ) ,

( ) .

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 6

1 3

2

2

Ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî÷ëåííî íà âòîðîå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x  0 è y  1 
íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû: 

xy y
x y

( )

( )
;

−
−

=
1

1

6

3

2

2
 

y  2. x
y

=
−

=
3

1
3

2( )
.

Òîãäà èìååì 4 ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 2; 2  3; 2  32; 2  33, ò. å. 2; 6; 12; 24. 
Îòâåò: 2; 6; 12; 24. 

Задачи, в которых используется формула двузначного числа

З а д а ч а  1 8 . Ñóììà êâàäðàòîâ öèôð äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 13. Åñëè îò ýòîãî 
÷èñëà îòíÿòü 9, òî ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì 
ïîðÿäêå. Íàéòè ýòî ÷èñëî. 
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Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ÷èñëî èìååò x äåñÿòêîâ è y åäèíèö. 
Òîãäà èñêîìîå ÷èñëî èìååò âèä 10x  y. 
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî x2  y2  13 è 10x  y – 9  10y  x èëè 9x – 9y 

 9, ò. å. x – y  1. Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 

x y

x y

2 2 13

1

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

,

.
 

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷àåì x  3, y  2. 
Îòâåò: 32. 

Задачи, компонентами которых являются  
геометрические величины

З а д а ч а  1 9 . Ñóììà äèàãîíàëåé ðîìáà 34 ñì, à åãî ñòîðîíà — 13 ñì. Íàéòè ïëîùàäü 
ðîìáà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïîëîâèíû äèàãîíàëåé ðîìáà — x ñì è y ñì. 

Òîãäà ïîëóñóììà äèàãîíàëåé x  y  34 : 2; x 
 y  17. 
AOB — ïðÿìîóãîëüíûé, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:  

x2  y2  132. 
Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 

x y

x y

+ =

+ =

⎧
⎨
⎩

17

1692 2

,

.
 

Ðåøèâ ñèñòåìó ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì: x  5, y  12. 
Äèàãîíàëè ðîìáà 10 ñì è 24 ñì. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ 

äèàãîíàëåé S = ⋅ ⋅ =
1

2
10 12 60 2( ).ñì

Îòâåò: 60 ñì2. 
З а д а ч а  2 0 . Äâå ñèëû ïðèëîæåíû ê îäíîé òî÷êå è íàïðàâëåíû ïîä ïðÿìûì óãëîì. 
Âåëè÷èíà îäíîé èç íèõ íà 4 Í áîëüøå äðóãîé, à âåëè÷èíà ðàâíîäåéñòâóþùåé 
ñèëû íà 8 Í ìåíüøå ñóììû âåëè÷èí äàííûõ ñèë. Íàéòè âåëè÷èíû äàííûõ ñèë 
è èõ ðàâíîäåéñòâóþùåé. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïåðâàÿ ñèëà — x Í, âòîðàÿ — (x  4) Í, 

ðàâíîäåéñòâóþùàÿ — (x  x  4) – 8  (2x – 4) Í 
 2(x – 2) Í. 

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïî òåîðåìå Ïè-
ôàãîðà x2  (x  4)2  4(x – 2)2. 

x  0 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, x 
 12. Òîãäà ïåðâàÿ ñèëà — 12 Í, âòîðàÿ — 16 Í, ðàâ-

íîäåéñòâóþùàÿ — 2(2x – 2)  2  (2  12 – 2)  20 Í. 
Îòâåò: 12 Í, 16 Í, 20 Í. 

A B

O

y x

Ðèñ. 3.57 

A

CO

xH 2(x
 – 2)

H

(x + 4)H

Ðèñ. 3.58 
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Тренировочные тестовые задания к разделу 3

1. Óêàæèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ (2x  3)  –1. 
1) îäèí 2) äâà 3) íåò êîðíåé 4) òðè

2. Íà êàêîì ðèñóíêå âåðíî óêàçàíî ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 
2 17 0

3 1

x

x

+ ≤
+ >

⎧
⎨
⎩

,

?

1) 
–8,5 –2 x  3) 

–8,5 –2 x

2) 
–8,5 –2 x

 4) 
–8,5 –2 x

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
x x
5 9

14

15
+ = − . 

1) –3 2) 1 3) 3 4) 7

4. Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé èçîáðàæåíû ÷èñëà a è c. Êàêîå èç óêàçàííûõ íåðà-
âåíñòâ íåâåðíî? 

xac

1) a  16 > c  15 3) –2a  3 < –2c  3

2) a – 11 > c – 11 4) 
1

3

1

3

−
>

−a c

5. Óêàæèòå íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà –4x2  4x 
 17  (x – 5)2. 

1) 2 2) 1 3) 0 4) –1

6. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ 
10

4

4

10
2

x x−
+

−
= .

1) 21 2) 14 3) 7 4) 4

7. Óêàæèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 
12x – 71 < 5. 
1) 6 2) 5 3) 2 4) 1

8. Çàïèøèòå íàèáîëüøåå èç äâóõ ÷èñåë, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 3, à ñóììà êâàäðà-
òîâ — 25. 
1) –1 2) –4 3) –5 4) –2

9. Åñëè ñòîðîíó êâàäðàòà óâåëè÷èòü íà 2 ñì, òî ïëîùàäü ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà áóäåò áîëüøå ïëîùàäè êâàäðàòà íà 20 ñì2. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëü-
íèêà. 
1) 22 2) 40 3) 44 4) 48

10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé 

( ) ,

( )

a x y

x a y

+ + =
− − =

⎧
⎨
⎩

1 3

2 2 6
 íå èìååò ðåøåíèé. 

1) 0 2) 1 3) 0; 1 4) –1; 1

11. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå 
x
x

2 4

2
0

−
+

= ?

Îòâåò: __________________.
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12. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 7 – 2x  15 – 3(x – 3). 
Îòâåò: __________________.

13. Óêàæèòå íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì äâîéíîãî íåðàâåíñòâà 
–1  3 – 2x  2.
Îòâåò: __________________.

14. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
− + =

+ =

⎧
⎨
⎩

x y

x y

7

252 2

,

.

Îòâåò: __________________.

15. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
− > −

≥
⎧
⎨
⎩

5 5

4 2

x

x

,

.
Îòâåò: __________________.

16. Íàéäèòå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 30 ñì, à ïëîùàäü — 
56 ñì2. 
Îòâåò: __________________.

17. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 9x2 – 19x  37  10x2 – 26x  49. 
Îòâåò: __________________.

18. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ (x2  2x)2 – 2(x2  2x) – 3  0. 
Îòâåò: __________________.

19. Êàòåð çà 1 ÷ ïðîøåë 12 êì ïî òå÷åíèþ ðåêè è 9 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Íàéäèòå 
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, åñëè ñêîðîñòü êàòåðà â ñòîÿ÷åé âîäå 21 êì/÷. 
Îòâåò: __________________.

20. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé: y x
x

= − − −
−

3 1
2

12
.

Îòâåò: __________________.



4. Числовые последовательности150

4.  Числовые последовательности
Знать:  

n

Уметь:  
n

-

-

4.1.1.  Понятие последовательности

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — ýòî çàíóìåðîâàííîå ìíîæåñòâî ÷èñåë, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ: 

a
1
, a

2
, a

3
, …, an, …

×èñëî a
1
 íàçûâàþò ïåðâûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, a

2
 — âòîðûì ÷ëåíîì 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ò. ä., íàòóðàëüíîå ÷èñëî n — åãî íîìåðîì. 
Èç äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak è ak 1

 ÷èñëî ak 1
 íàçûâàþò ïî-

ñëåäóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ak, ÷èñëî ak–1
 — ïðåäûäóùèì ïî îòíîøåíèþ ê ak. 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a
1
, a

2
, …, an, … ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè èçâåñòíî ïðà-

âèëî, ïî êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ëþáîé åå ÷ëåí an, n N (n — íàòóðàëüíîå 
÷èñëî). 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àùå âñåãî çàäàþò äâóìÿ ñïîñîáàìè:
1) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû n-ãî ÷ëåíà, ò. å. ôîðìóëû, êîòîðàÿ ïîçâîëèò îïðåäåëèòü 

ëþáîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî åãî íîìåðó. 
Íàïðèìåð, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé xn  x2  1, òî ïÿòûé 

÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
5
  52  1  26;

2) ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû, ò. å. ôîðìóëû, êîòîðàÿ âûðàæàåò ëþáîé 
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç ïðåäûäóùèé. 

Íàïðèìåð, an 1
  an – 1,5, òîãäà, åñëè a

1
  17, òî a

2
  17 – 1,5  15,5; a

3
 

 15,5 – 1,5  14; a
4
  14 – 1,5  12,5 è ò. ä. 

Ðåêóððåíòíî ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è: 
(an): a1

  a
2
  1, an 2

  an 1
  an, ò. å.

(an): 1; 1; 2; 3; 3; 5; 13; …
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûâàþò êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå. 
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî 

÷ëåíîâ, íàïðèìåð 3, 6, 9, 12. Êîíå÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íà. 
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè êàæäûé åå ÷ëåí, íà÷è-

íàÿ ñî âòîðîãî, áîëüøå ïðåäûäóùåãî: 
xn 1

  xn. 
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Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3, 6, 9, 12, … 3n, … — âîçðàñòàþùàÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé, åñëè êàæäûé åå ÷ëåí, íà÷èíàÿ 

ñî âòîðîãî, ìåíüøå ïðåäûäóùåãî: 
xn 1

  xn. 

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè –3; –4; –5; –6; … è 1; 
1

3
;  

1

5
;  

1

12
;  … — óáû-

âàþùèå. 

П р и м е р  1 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé n-ãî ÷ëåíà cn  –4n2  7. Íàéòè: 
à) ñåäüìîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; 
á) óêàçàòü íîìåð ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè –393. 

Ðåøåíèå: 
à) c

7
  –4  72  7  –189;

á) cn  –393, ò. å. –4n2  7  –393; –400n2  –400; n  10, íî n  –10 íå ìîæåò 
áûòü íîìåðîì, íîìåð — òîëüêî íàòóðàëüíîå ÷èñëî; n  10. 

Îòâåò: à) –189; á) 10. 

П р и м е р  2 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèåì b
1
  –5, b

bn
n

+ = − ⋅1 3
1

.  Íàéòè b
2
. 

Ðåøåíèå: 

b
b2

1

3
1 3

5
0 6= − ⋅ =

−
−

= , .

Îòâåò: 0,6. 

П р и м е р  3 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé a
nn =

+
19

4
. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå 2? 
Ðåøåíèå: 

Ðåøèì íåðàâåíñòâî 
19

4
2

n +
> ;  19  2n  8; 2n  8  19; 2n  11; n  5,5, ò. å. 

n  5. 
Îòâåò: 5. 
П р и м е р  4 . Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà 

x
n
nn =

−
+

3 1

5 2
,  — âîçðàñòàþùàÿ. 

Ðåøåíèå: 
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü: 

x x
n
n

n
n

n n n n
n n+ − =

+ −
+ +

−
−
+

=
+ + − − +

1

3 1 1

5 1 2

3 1

5 2

3 2 5 2 3 1 5 7( )

( )

( )( ) ( )( ))

( )( )5 7 5 2n n+ +
=

=
+ + + − − + +

+ +
=

+ +
>

15 6 10 4 15 21 5 7

5 7 5 2

11

5 7 5 2
0

2 2n n n n n n
n n n n( )( ) ( )( )

,

ïîñêîëüêó n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. 
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùàÿ. 

П р и м е р  5 . ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé 
a a an n n+ += −2

2
1  è óñëîâèÿìè a

1
  1, a

2
  3. Âû÷èñëèòü ÷åòâåðòûé ÷ëåí ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. 
Ðåøåíèå: 

a a a3 1
2

2
21 2 1= − = − = − ;  a a a4 2

2
3

23 1 10= − = − − =( ) .
Îòâåò: 10. 
П р и м е р  6 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé n-ãî ÷ëåíà. Çàïèñàòü (n – 1)-é, 

(n  1)-é, (n  5)-é ÷ëåíû, åñëè an

n

= ⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+

4
1

2

2

.
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Ðåøåíèå: 

an

n n

n n−

− + +

+ −= ⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =1

1 2 1 2

1 1
4

1

2
4

1

2

2

2

1

2
;

an

n n

n n+

+ + +

+ += ⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =1

1 2 3 2

3 1
4

1

2
4

1

2

2

2

1

2
;

an

n n

n n+

+ + +

+ += ⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =5

5 2 7 2

7 5
4

1

2
4

1

2

2

2

1

2
.

4.2.  Арифметическая и  геометрическая прогрессии

4.2.1.  Арифметическая прогрессия.  
Формула общего члена арифметической прогрессии

Àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé (ÀÏ) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäûé 
÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþò 
îäíî è òî æå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ðàçíî-
ñòüþ è îáîçíà÷àþò d. 

Ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè ìîãóò áûòü ëþáûìè ÷èñëàìè. 
Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ áûâàåò: 

d  0; 
d  0. 

Íàïðèìåð, ïðîãðåññèÿ 1, 3, 5, 7, … — âîçðàñòàþùàÿ, d  2  0; à ïðîãðåññèÿ 
–4, –7, –10, … — óáûâàþùàÿ, d  –3  0. 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) — àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, åñëè åå ìîæíî çàäàòü 
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé: 

an 1
  an  d, n  N, ò. å. d  an 1

 – an, n  N. 
×òîáû çàäàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (ÀÏ), äîñòàòî÷íî çàäàòü åå ïåðâûé 

÷ëåí è ðàçíîñòü. 
Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÀÏ

Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà: 

an  a
1
  (n – 1)d, n  N

Íàïðèìåð, a
10
  a

1
  9d, a

21
  a

1
  20d, a

123
  a

1
  122d. 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ÀÏ
Ëþáîé ÷ëåí ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-

ìó ïðåäûäóùåãî è ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíîâ: 

a
a a

n
n n=

+− +1 1

2

Ïðèçíàê ÀÏ
Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ çàäàííîå ñâîéñòâî, ÷òî ëþáîé ÷ëåí 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a
a a

n
n n=

+− +1 1

2
,  òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — àðèôìåòè÷å-

ñêàÿ ïðîãðåññèÿ. 
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Ñâîéñòâî äâóõ ÷ëåíîâ ÀÏ

ak  al  an  am, åñëè k  l  n  m

Íàïðèìåð, a
1
  a

10
  a

2
  a

9
  a

5
  a

7
, ïîñêîëüêó 1  10  2  9  5  7. 

П р и м е р  1 . Óêàçàòü ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ÀÏ: 1, –5, –11, –17, …
Ðåøåíèå: 

a
1
  1; d  a

2
 – a

1
  –5 – 1  –6. 

Îòâåò: a
1
  1; d  –6.

П р и м е р  2 . Çàïèñàòü ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ÀÏ, åñëè a1 2= − ;  d 2 2.
Ðåøåíèå: 

a2 2 2 2 2= − + = ;  a3 2 2 2 3 2= + = ;   

a4 3 2 2 2 5 2= + = ;  a5 5 2 2 2 7 2= + = .

Îòâåò: 2;  2;  3 2;  5 2;  7 2.
П р и м е р  3 . Íàéòè ðàçíîñòü ÀÏ, åñëè a

1
  –4, a

9
  0. 

Ðåøåíèå: 

a
9
  a

1
  8d, ò. å. a

1
  8d  0; –4  8d  0; 8d  4; d

1

2
.

Îòâåò: 
1

2
.

П р и м е р  4 . Íàéòè ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà ÀÏ, åñëè a
2
  –7, a

7
  18. 

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì a

1
 è d:

a a d

a a d
2 1

7 1 6

= +

= +
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 ò. å. 

−
+ =

+ = −
⎧
⎨
⎩

= =

a d

a d

d d

1

1

6 18

7

5 25 5

,

,

; ;

 a
1
  –7 – d  – 7 – 5  –12. 

Ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà: an  a
1
  d(n – 1)  –12  5(n – 1); an  –12  5n – 5. 

Îòâåò: an  5n – 17. 
П р и м е р  5 . Ïðè êàêèõ n ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 13, 11, 9, … îòðèöà-
òåëüíû? 

Ðåøåíèå: 
Çàïèøåì ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ÀÏ: 

an  a
1
  d(n – 1), 

ãäå a
1
  13, d  11 – 13  –2, òîãäà an  13 – 2(n – 1)  13 – 2n  2  –2n  15. 

Îïðåäåëèì íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ÷ëåíû ïðîãðåññèè áóäóò îòðèöàòåëüíû: 
–2n  15  0; –2n  –15; n  7,5, 

ò. å. íà÷èíàÿ ñ n  8 ÷ëåíû ýòîé ïðîãðåññèè áóäóò îòðèöàòåëüíû. 
П р и м е р  6 . Íàéòè ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ÀÏ, åñëè x

7
 – x

3
  24, x

3
  x

5
  64. 

Ðåøåíèå: 
x

7
  x

1
  6d; x

3
  x

1
  2d; x

5
  x

1
  4d. Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x d x d

x d x d
1 1

1 1

6 2 24

2 4 64

+ − + =

+ + =
⎧
⎨
⎩

( ) ,

( )( ) ;
 x

1
  6d – x

1
 – 2d  24; 4d  24; d  6. 

Ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå: (x
1
  12)(x

1
  24)  64; x x1

2
136 224 0+ + = ;   

x
1
  –28; x

2
  –8. Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. 

Îòâåò: x
1
  –28; d  6 èëè x

1
  –8; d  6. 
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П р и м е р  7 . Íàéòè a
7
 è d â ÀÏ, åñëè a

6
  –2,3; a

8
  –2,8. 

Ðåøåíèå: 
Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó:

a
a a

7
6 8

2
=

+
;  a7

2 3 2 8

2
2 55=

− −
= −

, ,
, ;   

d  a
7
 – a

6
  –2,55 – (–2,3)  –0,25. 

Îòâåò: a
7
  –2,55; d  –0,25.

П р и м е р  8 . Ìåæäó ÷èñëàìè 0,2 è 2,6 âñòàâèòü ïÿòü ÷èñåë òàê, ÷òîáû ýòè ÷èñëà 
îáðàçîâàëè ÀÏ. 

Ðåøåíèå: 
a

1
  0,2. Åñëè âñòàâèì åùå ïÿòü ÷èñåë, òî a

7
  2,6. 

a
7
  a

1
  6d; 0,2  6d  2,6; 6d  2,4; d  0,4.

Òîãäà ïîëó÷àåì ïðîãðåññèþ: 
0,2; 0,6; 1; 1,4; 1,8; 2,2 è 2,6. 

П р и м е р  9 . Â ïåðâîì ðÿäó êèíîòåàòðà 30 ìåñò, à â êàæäîì ñëåäóþùåì íà 2 áîëü-
øå, ÷åì â ïðåäûäóùåì. Ñêîëüêî ìåñò â 7-ì ðÿäó, â ðÿäó ïîä íîìåðîì n? 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ìåñò â êàæäîì ðÿäó îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ 

ïðîãðåññèþ ñ a
1
  30, d  2. Òîãäà â 7-ì ðÿäó áóäåò: a

7
  a

1
  6d  30  6  7 

 72 (ìåñòà).
Â ðÿäó ñ íîìåðîì n: an  a

1
  d(n – 1)  30  6(n – 1)  6n  24 (ìåñòà). 

Îòâåò: 72 ìåñòà; (6n  24) ìåñòà. 
П р и м е р  1 0 . Ñâîáîäíî ïàäàþùåå òåëî ïðîõîäèò çà ïåðâóþ ñåêóíäó 4,8 ì, à â êàæ-
äóþ ïîñëåäóþùóþ ñåêóíäó — íà 9,8 ì áîëüøå, ÷åì çà ïðåäûäóùóþ. Êàêîå ðàñ-
ñòîÿíèå ïðîéäåò òåëî çà ñåäüìóþ ñåêóíäó? 

Ðåøåíèå: 
Èìååì àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: a

1
  4,8; d  9,8; n  7. Òîãäà a

7
  a

1
  6d 

 4,8  6  9,8  63,6 (ì). 
Îòâåò: 63,6 ì. 
П р и м е р  1 1 . Äåâóøêà â ñîëÿðèè çàãîðàëà ïåðâûé äåíü 3 ìèí, à êàæäûé ïîñëåäó-
þùèé äåíü óâåëè÷èâàëà ñâîå ïðåáûâàíèå â ñîëÿðèè íà 2 ìèí. Ñêîëüêî ïðîöåäóð 
îíà ïðîøëà, åñëè â ïîñëåäíèé äåíü çàãîðàëà 11 ìèí? 

Ðåøåíèå: 
Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñîëÿðèè ñîñòàâëÿåò ÀÏ, ãäå a

1
  3; d  2; an  11. 

Òîãäà an  a
1
  d(n – 1), ò. å. 3  2(n – 1)  11; n  5. 

Îòâåò: 5 ïðîöåäóð. 

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçîáðàæàòü 
òî÷êàìè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî íà 
ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòêëàäûâàþò íîìåð ÷ëåíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, à ïî âåðòèêàëüíîé — ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

П р и м е р  1 2 . Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíû òî÷êàìè ïåðâûå 
ñåìü ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéòè a

1
, 

d, a
4
 è a

7
. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî a

1
  –3, a

2
  –1,5, òîãäà: 

d  a
2
 – a

1
  –3 – (–1,5)  –1,5; a

4
  1,5; a

7
  6. 

1

1 2 3 4 5 6 7 n

an

2
3
4
5
6

–1
–2
–3

Ðèñ. 4.1 
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4.2.2.  Формула суммы первых нескольких членов арифметической прогрессии

Ñóììà ÷ëåíîâ êîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà ïîëóñóììå åå 
êðàéíèõ ÷ëåíîâ, óìíîæåííîé íà ÷èñëî ÷ëåíîâ:

S
a a n

n
n=

+ ⋅( )1

2
èëè S

a n d
nn =

+ −
⋅

2 1

2
1 ( )

Íàïðèìåð, S
a a

7
1 7 7

2
=

+ ⋅( )
 èëè S

a d
7

12 6

2
7=

+
⋅ .

П р и м е р  1 . Íàéòè ñóììó ïåðâûõ îäèííàäöàòè ÷ëåíîâ ÀÏ, åñëè a
1
  0,5; d  –2. 

Ðåøåíèå: 

S
a d

a d11
1

1

2 10 11

2
11 0 5 2 11 16 5=

+ ⋅
= + ⋅ = − ⋅ = −

( )
( ) ( , ) , .

Îòâåò: –16,5. 
П р и м е р  2 . Ñêîëüêî íóæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ 
ñ 1, ÷òîáû èõ ñóììà ðàâíÿëàñü 210? 

Ðåøåíèå: 
1  2  3  …  n  210. a

1
  1, d  1, an  n. 

Sn  210; S
a a

nn
n=

+
⋅

( )
;1

2
 
( )

;
1

2
210

+
=

n n
 n2  n – 420  0; n

1
  –21 — íå óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è; n
2
  20. 

Îòâåò: 20. 
П р и м е р  3 . Íàéòè ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå áîëüøå 100, êîòîðûå ïðè äåëåíèè 
íà 5 äàþò îñòàòîê 1. 

Ðåøåíèå: 
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 5 äàþò îñòàòîê 1, — ýòî 1, 6, 

11, …, ò. å. a
1
  1, d  5. an  1  5(n – 1); an  5n – 4. Íàéäåì êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ 

ïðîãðåññèè, íå ïðåâûøàþùèõ 100: 

5n – 4  100; 5n  104; n ≤ =
104

5
20 8, .

Òî åñòü íóæíî èñêàòü ñóììó ïåðâûõ 20 ÷ëåíîâ ÀÏ:

S
a d

a d20
1

1

2 19

2
20 2 19 10 2 19 5 10 970=

+
⋅ = + ⋅ = + ⋅ ⋅ =( ) ( ) .

Îòâåò: 970. 
П р и м е р  4 . Íàéòè x èç óðàâíåíèÿ 1  5  9  …  x  435. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ÷ëåíîâ ÀÏ, ãäå a

1
  1, d  5 – 1  4, ðàâíà 435. Íóæíî 

íàéòè ïîñëåäíèé ÷ëåí ýòîé êîíå÷íîé ïðîãðåññèè. x  an  a
1
  d(n – 1). 

Òîãäà S
a d n

nn =
+ −

⋅
2 1

2
1 ( )

;  
2 4 1

2
435

+ −
⋅ =

( )
;

n
n

n(2n – 1)  435; 2n2 – n – 435  0; n
1
  –14,5 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çà-

äà÷è, n  N; n  15. x  a
15
  a

1
  14d  1  14  4  57. 

Îòâåò: 57. 
П р и м е р  5 . Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (xn): x4

  x
2
 – x

3
  4; x

5
  x

3
  20. Íàéòè 

ñóììó äåâÿòè ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè. 
Ðåøåíèå: 

x
4
  x

1
  3d; x

2
  x

1
  d; x

3
  x

1
  2d; x

5
  x

1
  4d. 
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Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x d x d x d

x d x d
1 1 1

1 1

3 2 4

4 2 20

+ + + − − =

+ + + =
⎧
⎨
⎩

,

;
 

x d

x d
1

1

2 4

3 10

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

;
 

−
+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

=

x d

x d

d

1

1

3 10

2 4

6

,

;

;

 x
1
  12  4; x

1
  –8. 

Òîãäà S
x d

x d9
1

1

2 8

2
9 4 9 8 4 6 9 144=

+
⋅ = + ⋅ = − + ⋅ ⋅ =( ) ( ) .

Îòâåò: 144.
П р и м е р  6 . Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a

3
  a

11
  12. Íàéòè S

13
. 

Ðåøåíèå: 

S
a a

13
1 13 13

2
=

+ ⋅( )
.  Ïî ñâîéñòâó äâóõ ÷ëåíîâ ÀÏ a

1
  a

13
  a

3
  a

11
, ïîñêîëüêó 

1  13  3  11. S13

12 13

2
6 13 78=

⋅
= ⋅ = .

Îòâåò: 78. 
П р и м е р  7 . Íàéòè a

1
 è d àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè S

5
  65 è S

10
  230. 

Ðåøåíèå: 

S
a d

5
12 4 5

2
=

+ ⋅( )
;  S

a d
10

12 9 10

2
230=

+ ⋅
=

( )
.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

( ) ,

( ) ;

a d

a d
1

1

2 5 65

2 9 5 230

+ ⋅ =

+ ⋅ =
⎧
⎨
⎩

 
a d

a d
1

1

2 13

2 9 46

+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

,

;
 

−
+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

= =

2 9 46

2 4 26

5 20 4

1

1

a d

a d

d d

,

,

; .

 

a
1
  2d  13; a

1
  8  13; a

1
  5. 

Îòâåò: a
1
  5; d  4. 

П р и м е р  8 . Äëÿ àñôàëüòèðîâàíèÿ ó÷àñòêà äëèíîé 99 ì èñïîëüçóþòñÿ äâà êàòêà. 
Ïåðâûé êàòîê áûë óñòàíîâëåí â îäíîì êîíöå ó÷àñòêà, âòîðîé — â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì. Ðàáîòàòü îíè íà÷àëè îäíîâðåìåííî. Çà ïåðâóþ ìèíóòó âòîðîé êàòîê 
ïðîøåë 1,5 ì, à çà êàæäóþ ïîñëåäóþùóþ — íà 0,5 ì áîëüøå, ÷åì çà ïðåäøå-
ñòâóþùóþ. Ïåðâûé êàòîê êàæäóþ ìèíóòó ïðîõîäèë 5 ì. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò 
îáà êàòêà âñòðåòÿòñÿ? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü äâà êàòêà âñòðåòèëèñü ÷åðåç x ìèíóò. 
Äâèæåíèå ïåðâîãî êàòêà ïðîõîäèò ïî çàêîíàì 

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ãäå a
1
  1,5; d  0,5. 

Íóæíî íàéòè ñóììó x ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè, ïî-
ñêîëüêó äâèãàëñÿ êàòîê x ìèí: 

an  a
1
  d(n – 1)  1,5  0,5(x – 1)  0,5x  1. 

Ïåðâûé êàòîê ïðîéäåò ðàññòîÿíèå: 

S
a a x x x x x

x
n=

+ ⋅
=

+ + ⋅
=

+ ⋅( ) ( , , ) ( , , )
.1

2

1 5 0 5 1

2

2 5 0 5

2
Âòîðîé êàòîê äî âñòðå÷è ïðîéäåò ðàññòîÿíèå 5x, ïîñêîëüêó äâèæåòñÿ x ìèí 

ñî ñêîðîñòüþ 5 ì/ìèí. 

5x

99 ì
Ðèñ. 4.2 
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Âñå ðàññòîÿíèå — 99 ì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

( , , )
;

2 5 0 5

2
5 99

+ ⋅
+ =

x x
x  0,5x2  2,5x  10x  198; x2  25x – 396  0;  

x
1
  –36 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è; x

2
  11. 

Îòâåò: ÷åðåç 11 ìèíóò. 

4.2.3.  Геометрическая прогрессия. Формула общего члена геометрической прогрессии

Ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé (ÃÏ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 
ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí 
ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, óìíîæåííîìó íà îäíî è òî æå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.

Ýòî ïîñòîÿííîå äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëî íàçûâàåòñÿ çíàìåíàòå-
ëåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ q. 

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè áûâàþò âîçðàñòàþùèå, óáûâàþùèå, êîíå÷íûå 
è áåñêîíå÷íûå. 

Íàïðèìåð, 
1, 3, 9, 27, … — áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ ÃÏ (q  3  1); 

1, 
1

2
,  

1

4
,  

1

8
,  … — áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ÃÏ q = <⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

2
1 ;

3, 12, 48 — êîíå÷íàÿ ïðîãðåññèÿ, q  4. 
Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà ÃÏ

bn  b
1
  qn–1

Íàïðèìåð, b
5
  b

1
  q4; b

7
  b

1
  q6. 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ÃÏ
Êâàäðàò ëþáîãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðà-

âåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäûäóùåãî è ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíîâ. 
Íàïðèìåð, b b b3

2
2 4= ⋅ ;  b b b100

2
99 101= ⋅ ;  b b bn n n

2
1 1= ⋅− + .

Ïðèçíàê ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

b b bn n n
2

1 1= ⋅− +

Åñëè ÷ëåíû íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþò 
ñâîéñòâó b b bn n n

2
1 1= ⋅− + ,  òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìîæíî îáîáùèòü: 

a a an k n k n
2 = ⋅− + ,  k  N, n  N

Ñâîéñòâî äâóõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

ak  al  an  am, åñëè k  l  n  m

Íàïðèìåð, a
10
  a

2
  a

5
  a

7
, ò. å. 10  2  5  7. 

П р и м е р  1 . Íàéòè ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ÃÏ: à) 3, 12, 36, …; á) 3, 3 2,  6, …
Ðåøåíèå: 

à) b
1
  3; q

b
b
2

1

12

3
4; á) b

1
  3; q

b
b

= =
−

= −2

1

3 2

3
2.

Îòâåò: à) b
1
  3, q  4; á) b

1
  3, b2 2= − .
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П р и м е р  2 . Íàéòè ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ÃÏ, åñëè: à) b
1
  2, q  –2; á) b1 3,  q 2.

Ðåøåíèå: 
à) b

2
  2  (–2)  –4; b

3
  –4  (–2)  8; b

4
  8  (–2)  –16; b

5
  –16  (–2)  32;

á) b2 3 2 6= ⋅ = ;  b3 6 2 12 2 3= ⋅ = = ;  b4 2 3 2 2 6= ⋅ = ;  

b5 2 6 2 2 12 4 3= ⋅ = = .  

Îòâåò: à) 2, –4, 8, –16, 32; á) 3;  6;  2 3;  2 6;  4 3.

П р и м е р  3 . Íàéòè b
4
, åñëè b

1
  2; q

1

4
.

Ðåøåíèå: 

b b q4 1
3

3

2
1

4

2

64

1

32
= = ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = = .

Îòâåò: 
1

32
.

П р и м е р  4 . Çàïèñàòü ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà ÃÏ: 3; –4; 
16

3
;  …

Ðåøåíèå: 

b
1
  3; q = −

4

3
;  q b qn

n
n n

n

n

n= = ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

⋅
= −−

− −

−

−

−1
1

1 1

1

1

2
3

4

3

4 3

3

4

3
.

П р и м е р  5 . Ïðîãðåññèÿ çàäàíà ÷èñëàìè: –1, 2, –4, … Íàéòè íîìåð ÷ëåíà ÃÏ, åñëè 
îí ðàâåí 128. 

Ðåøåíèå: 
b

1
  –1; q  –2; bn  128. bn  b

1
  qn–1; –1  (–2)n–1  128;  

(–2)n–1  –128; (–2)n–1  (–2)7; n – 1  7; n  8. 
Îòâåò: 8. 
П р и м е р  6 . Íàéòè b

7
 ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè b

6
  –5, b

8
  –125.

Ðåøåíèå: 

Ïî ñâîéñòâó ÃÏ: b b b7
2

6 8= ⋅ ,  òîãäà b7
2 5 125 625= − ⋅ − =( ) ( ) ;  b

7
  25 èëè b

7
  –25. 

Îòâåò: 25 èëè –25. 
П р и м е р  7 . Íàéòè b

1
 è q ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè b

6
  96, b

9
  768. 

Ðåøåíèå: 

b
6
  b

1
  q5; b

9
  b

1
  q8. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

b q

b q
1

8

1
5

768

96

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
Ðàçäåëèì ñîîòâåòñòâåííûå ÷àñòè óðàâíåíèé: 

b q
b q
1

8

1
5

768

96
;  q3  8; q  2. b

q1 5 5

96 96

2

96

32
3.

Îòâåò: b
1
  3; q  2. 

П р и м е р  8 . Íàéòè ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà ÃÏ, èç êîòîðûõ âòîðîé ÷ëåí 
ìåíüøå ïåðâîãî íà 35, à òðåòèé áîëüøå ÷åòâåðòîãî íà 560. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü b

1
, b

2
, b

3
, b

4
 — ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà ÃÏ. Óñëîâèå çàäà÷è 

ìîæíî çàïèñàòü òàê: 
b b

b b
1 2

3 4

35

560

− =

− =
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà, ýòó ñèñòåìó ïåðåïèøåì â âèäå: 
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b b q

b q b q
1 1

1
2

1
3

35

560

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 èëè 

b q q

b q
1

2

1

1 560

1 35

( ) ,

( ) ;

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 q  1, b

1
  0. 

b q q
b q
1

2

1

1

1

560

35

( )

( )
;

−
−

=  q2  16; q  4 èëè q  –4. 

Åñëè q  4, òî b
q1

35

1

35

1 4

35

3
=

−
=

−
= − ;  åñëè q  –4, òî b

q1

35

1

35

1 4
7=

−
=

+
= .

Òîãäà ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 
35

3
;  −

⋅35 4

3
;  −

⋅35 16

3
 è −

⋅35 64

3
 èëè 7; –28; 112; – 448. 

Îòâåò: 
35

3
;  

140

3
;  

560

3
;  

2 240

3
 èëè 7; –28; 112; – 448.

4.2.4.  Формула суммы первых членов геометрической прогрессии.  
Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия

Ñóììó n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëàì: 

S
b q b
q

b q
qn

n
n

=
−
−

=
−

−
1 1

1

1

1

( )

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè q  1. 

S
b b q

q
b q

qn
n

n

=
−
−

=
−
−

1 1

1

1

1

( )

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè q  1. 
Åñëè q  1, òî âñå ÷ëåíû ÃÏ ðàâíû è Sn  n  b

1
. 

П р и м е р  1 . Íàéòè ñóììó ïåðâûõ øåñòè ÷ëåíîâ ÃÏ, åñëè: 

à) b
1
  2; q = −

1

2
;

á) ÃÏ çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë: –5; 
10

3
;  

20

9
...

Ðåøåíèå: 

à) S
b q

q6
1

6

6

1

1

2 1
1

2

1
1

2

2 1
1

64=
−
−

=
⋅ − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
( ) ⎠⎠

⎟

+
=

⋅ ⋅
⋅

=
1

1

2

2 2 63

3 64

21

16
;

á) b
1
  –5; q = − = −

⋅
= −

10

3
5

10

3 5

2

3
: ( ) .

S
b q

q6
1

6

6

1

1

5 1
2

3

1
2

3

5 1
64

729=
−
−

=
− ⋅ − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
− ⋅ −

( )
⎛⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+
=

− ⋅ ⋅
⋅

= −
1

2

3

5 3 665

5 729

665

243
.

Îòâåò: à) 
21

16
; á) 

665

243
.
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П р и м е р  2 . Íàéòè ñóììó ÷ëåíîâ ÃÏ, åñëè b
3
  18, b

6
  484, n  7. 

Ðåøåíèå: 
b

3
  b

1
  q2; b

6
  b

1
  q5. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

,

;

b q

b q
1

5

1
2

486

18

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 
b q
b q

1
5

1
2

486

18
;  q3  27; q  3 (b

1
  0, q  0). Òîãäà b

q1 2

18 18

9
2.  

S
b q

q7
1

7 71

1

2 3 1

3 1
=

−
−

=
−

−
=

( ) ( )
2 186.

Îòâåò: 2 186. 
П р и м е р  3 . Íàéòè ñóììó ÷ëåíîâ ÃÏ, åñëè bn  384, q  2, n  8. 

Ðåøåíèå: 

b
8
  b

1
  q7, òîãäà b

1
  q7  384; b1 7

384

2

384

128
3;  S

b q b
q8
8 1

1

384 2 3

2 1
765=

−
−

=
⋅ −
−

= .

Îòâåò: 765. 
П р и м е р  4 . Ïåðâûé ÷ëåí ÃÏ (xn) ðàâåí 2, òðåòèé — 18. Ñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ 
íåîáõîäèìî âçÿòü, ÷òîáû ñóììà ðàâíÿëàñü 242? 

Ðåøåíèå: 

Èìååì x
3
  18; x

1
  2; x

3
  x

1
  q2; q

x
x

2 3

2

18

2
9;  q  3 èëè q  –3. 

S
b q

qn

n

=
−

−
1 1

1

( )
;  Sn  242. 

Åñëè q  3, òî 
2 3 1

3 1
242

( )
;

n −
−

=  3n  243; n  5; 

åñëè q  –3, òî 
2 3 1

3 1
242

(( ) )
;

− −
− −

=
n

 (–3)n  –487. 

Íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî n, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòîìó ðàâåíñòâó. 
Îòâåò: 5. 
П р и м е р  5 . Ñóììà ïåðâîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ ÃÏ ðàâíà 15, à ñóììà âòîðîãî è ÷åò-
âåðòîãî — 30. Íàéòè ñóììó ïåðâûõ äåñÿòè åå ÷ëåíîâ. 

Ðåøåíèå: 
b b

b b
1 3

2 4

15

30

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

b b q

b q b q
1 1

2

1 1
3

15

30

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

b q

b q q
1

2

1
2

1 15

1 30

( ) ,

( ) .

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
Ðàçäåëèì ïî÷ëåííî âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, q  2. 
Ïîäñòàâèì q  2 â ïåðâîå óðàâíåíèå:

b
q1 2

15

1
3=

+
= ;  S

b q
q10

1
10 101

1

3 2 1

2 1
=

−
−

=
⋅ −

−
=

( ) ( )
3 069.

Îòâåò: 3 069. 
П р и м е р  6 . Äîêàçàòü òîæäåñòâî: (x – 1)(xn–1  xn–2  …  1)  xn –1, ãäå n  N, n  1. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ðàññìîòðèì âòîðîé ìíîæèòåëü xn–1  xn–2  …  1. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ÷ëåíîâ 

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 1  x  x2  … xn–2 
 xn–1, ãäå ïåðâûé ÷ëåí b

1
  1; q  x, êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðàâíî n: 

S
b q

q
x
x

x
xn

n n n

=
−

−
=

⋅ −
−

=
−
−

1 1

1

1 1

1

1

1

( ) ( )
.



4.2. Арифметическая и  геометрическая прогрессии 161

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà: 

( )( ... ) ( )x x x x
x
x

xn n
n

n− + + + = − ⋅
−
−

= −− −1 1 1
1

1
11 2  (ïðè x  1), 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Åñëè x  1, òî ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî âèäà 0  0. 

Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия
Áåñêîíå÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ïî ìîäóëþ 

ìåíüøå åäèíèöû ( q   1), íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé 
ïðîãðåññèåé. 

Íàïðèìåð, 1; 
1

3
;  

1

9
;  

1

27
;  …; q

1

3
;

1; 
1

2
;  

1

2
;  

1

2 2
;  …; q = −

1

2
.

Ñóììîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî, ê êîòîðîìó ïðèáëèæàåòñÿ ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, åñëè n áåñ-
êîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ. 

Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé  
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

S
b

q
=

−
1

1
,  q   1

П р и м е р  7 . Íàéòè ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ÃÏ –4; –2; –1; …
Ðåøåíèå: 

b
1
  –4; q =

−
−

=
2

4

1

2
;  S

b
q

=
−

=
−

−
= −1

1

4

1
1

2

8.

Îòâåò: 8. 
П р и м е р  8 . Íàéòè âòîðîé ÷ëåí áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ÃÏ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé 

ðàâåí 
1

3
,  à ñóììà ïðîãðåññèè — 72. 

Ðåøåíèå: 

S
b

q
=

−
1

1
;  b S q1 1 72 1

1

3
48= − = ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =( ) ;  b2 48

1

3
16= ⋅ = .

Îòâåò: 16. 

П р и м е р  9 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 
1

1

2 3

3 6 9

y y y
y y y

...

...
,  ãäå 0  y  1. 

Ðåøåíèå: 
×èñëèòåëü äðîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ÃÏ, ãäå b

1
  1,  

q  y, òîãäà S
b

q y
=

−
=

−
1

1

1

1
. Àíàëîãè÷íî çíàìåíàòåëü ïðåäñòàâèì â âèäå 

1

1 3y
;  

òîãäà èñõîäíàÿ äðîáü ðàâíà 
1

1

1

1

1 1

1
1

3

2
2

− −
=

− + +
−

= + +
y y

y y y
y

y y:
( )( )

( )
.

Îòâåò: y y2 1.
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П р и м е р  1 0 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2 1
13

6
2 3 4 5x x x x x+ + − + + + =... ,  ãäå x   1. 

Ðåøåíèå: 
Ñóììà x2 – x3  x4 – x5  …, ãäå x   1 — ýòî ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé 

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ãäå b
1
  x2, q  –x, q   1. Òîãäà ýòà ñóììà ðàâíà:

S
b

q
x

x
=

−
=

+
1

2

1 1
.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 2 1
1

16

3

2

x
x

x
+ +

+
= ,  x  –1. 

6(2x  1)(x  1)  6x2  13(x  1); 18x2  5x – 7  0; x1

7

8
= − ;  x2

1

2
.

Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x   1. 

Îòâåò: 
7

8
 è 

1

2
.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè, ìîæíî çàïèñûâàòü áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü â âèäå 
äåñÿòè÷íîé.

П р и м е р  1 1 . Çàïèñàòü ÷èñëî 0,(6) â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè.
Ðåøåíèå: 

0,(6)  0,666…  0,6  0,06  0,006  …
Ñëàãàåìûå 0,6; 0,06; 0,006 — ÷ëåíû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ÃÏ ñ ïåðâûì 

÷ëåíîì 0,6 è çíàìåíàòåëåì q  0,1 ( q   1).

Ñóììà S =
−

= = =
0 6

1 0 1

0 6

0 9

6

9

2

3

,

,

,

,
.  Çíà÷èò, 0 6

2

3
,( ) .

Îòâåò: 0 6
2

3
,( ) .

П р и м е р  1 2 . Çàïèñàòü áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 5,4(23) â âèäå îáûêíîâåííîé 
äðîáè. Ðåøåíèå: 

5,4(23)  5,4  0,023  0,00023  …
Ñëàãàåìûå 0,023; 0,00023; … — ÷ëåíû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè ñ b
1
  0,023 è q  0,01 ( q   1). 

Ñóììà ýòîé ïðîãðåññèè: 

S =
−

= =
0 023

1 0 01

0 023

0 99

23

990

,

,

,

,
;  ïîýòîìó: 5

4

10

23

990
5

396 23

990
5

419

990
+ + = +

+
= .

Îòâåò: 5 4 23 5
419

990
, ( ) .

4.2.5.  Сложные проценты

Ïîíÿòèå ñëîæíîãî ïðîöåíòà âñòðå÷àåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè (óìåíüøåíèè) ÷èñ-
ëà íà p % íåñêîëüêî ðàç (åæåãîäíî, åæåìåñÿ÷íî, åæåäíåâíî) áåç èçúÿòèÿ ïðè-
ðîñòà, ò. å. êàæäûé ãîä íà÷èñëÿåòñÿ ïðîöåíò ñ ó÷åòîì íàðàùåííîé âåëè÷èíû. 

Ôîðìóëû ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áóõãàëòåðàì è ðàáîò-
íèêàì áàíêîâ. Êðîìå òîãî, ôîðìóëó èñïîëüçóþò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè 
íàñåëåíèÿ ñòðàíû èëè ãîðîäà, ðîñòà ïîãîëîâüÿ ñêîòà è ò. ä. 
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Ðåøåíèå çàäà÷ íà ñëîæíûå ïðîöåíòû îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ 
ïîíÿòèé è ôîðìóë.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà A, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè t, â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò t  0 èìååò çíà÷åíèå A

0
, à â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t

1
 èìååò 

çíà÷åíèå A
1
. 

Àáñîëþòíûì ïðèðîñòîì âåëè÷èíû A çà âðåìÿ t
1
 íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü A

1
 – A

0
. 

Îòíîñèòåëüíûì ïðèðîñòîì âåëè÷èíû A çà âðåìÿ t
1
 íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå:

A A
A

1 0

0

.

Ïðîöåíòíûì ïðèðîñòîì âåëè÷èíû A çà âðåìÿ t
1
 íàçûâàåòñÿ:

p
A A

A
% %.=

−
⋅1 0

0

100

Òàêèì îáðàçîì, âëîæåííûé íà÷àëüíûé êàïèòàë A
0
 ïîä p % ãîäîâûõ ÷åðåç  

n ëåò ïðåâðàòèòñÿ â íàðàùåííûé êàïèòàë An: A A
p

n

n

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟0 1

100
.

Âû÷èñëÿòü ñëîæíûå ïðîöåíòû óäîáíî ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, åñëè ââåñòè êîýô-
ôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ k. 

Åæåãîäíîå óâåëè÷åíèå íà p % k
p

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

100

1-é ãîä 2-é ãîä 3-é ãîä … n-é ãîä

Áûëî a ka k2a

Âîçðîñëî  
çà ãîä

p
a

100

p
ka

100

p
k a

100
2

Ñòàëî
p

a ka+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =1

100

p
ka k a+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =1

100
2

k3a kna

Åæåãîäíîå óìåíüøåíèå íà p % k
p

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

100

1-é ãîä 2-é ãîä 3-é ãîä … n-é ãîä

Áûëî a ka k2a

Óìåíüøè-
ëîñü çà ãîä

p
a

100

p
ka

100

p
k a

100
2

Ñòàëî 1
100

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

p
a ka 1

100
2−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

p
ka k a k3a kna

П р и м е р  1 . Íà÷àëüíûé âêëàä â áàíê ñîñòàâèë 3 000 ðóáëåé. Çà ãîä íà÷èñëÿëîñü 
12 % ãîäîâûõ. Íàéòè ñóììó âêëàäà ÷åðåç 5 ëåò. 

Ðåøåíèå: 
Âû÷èñëèì ñóììó âêëàäà ïî ôîðìóëå: A

0
  3 000; p  12; n  5. 

A A
p

n

n

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟0 1

100
.  An = +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ ≈3 000 1

12

100
3 000 1 12 5 287 03

5

5, , .

Îòâåò: 5 287 ðóáëåé 03 êîïååê. 



4. Числовые последовательности164

П р и м е р  2 . Ïðåäïðèÿòèå ðàáîòàëî òðè ãîäà. Ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè çà âòîðîé 
ãîä ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ âîçðîñëî íà p %, à íà ñëåäóþùèé ãîä îíî ñòàëî íà 
10 % áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèé. Îïðåäåëèòü, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷è-
ëîñü ïðîèçâîäñòâî çà âòîðîé ãîä, åñëè èçâåñòíî, ÷òî çà äâà ãîäà îíî óâåëè÷èëîñü 
â îáùåé ñëîæíîñòè íà 48,59 %. 

Ðåøåíèå: 
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé çà ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé 

ãîäû ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ, ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç A
1
, A

2
 è A

3
. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

çà âòîðîé ãîä ïðîöåíòíûé ïðèðîñò ñîñòàâèë p %, à çà òðåòèé — (p  10) %. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîöåíòíîãî ïðèðîñòà ýòè óñëîâèÿ äàþò äâà óðàâíå-
íèÿ: 

A A
A

p2 1

1

100
−

⋅ =% %;  

A A
A

p3 2

2

100 10
−

⋅ = +% ( ) %.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïðîèçâîäñòâî çà äâà ãîäà âîçðîñëî íà 48,59 %, ò. å. â òðå-
òèé ãîä ïðåäïðèÿòèå ïðîèçâîäèëî íà 48,59 % ïðîäóêöèè áîëüøå, ÷åì â ïåðâûé 

ãîä. Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: 
A A

A
3 1

1

100 48 59
−

⋅ =% , %.

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû: 

A A
p

A A
p

A A

2 1

3 2

3 1

1
100

1
10

100

1
48 59

100

= +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= +
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= +⎛
⎝
⎜

⎞

;

;

,

⎠⎠
⎟

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪ .

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå: 

A A
p p

3 1 1
100

1
10

100
= +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ .

Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû p: 

1
100

1
10

100
1

48 59

100
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

p p ,
;  p2  210p – 3 859  0. 

Êîðíè óðàâíåíèÿ p
1
  17 è p

2
  –227 (íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó çàäà÷è). 

Îòâåò: 17 %. 
П р и м е р  3 . Òåëåâèçîð â íà÷àëå ãîäà ñòîèò 15 200 ðóáëåé. Ïî óñëîâèÿì àêöèè, åñëè 
îí íå ïðîäàåòñÿ, åãî öåíà ÷åðåç ãîä óìåíüøàåòñÿ íà 5 %. Ñêîëüêî áóäåò ñòîèòü 
òåëåâèçîð ÷åðåç 3 ãîäà, åñëè îí íå áóäåò ïðîäàí? 

Ðåøåíèå: 
A

0
  15 200; p  5 %; n  3. 

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó åæåãîäíîãî óìåíüøåíèÿ íà p %. 

A A
p

n

n

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ =0

3

31
100

15200 1
5

100
15200 0 95 13 032 1, , ..

Îòâåò: 13 032 ðóáëåé 10 êîïååê. 
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Тренировочные тестовые задания к разделу 4

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé cn  –4n2  3. Êàêîå èç óêàçàííûõ ÷èñåë 
ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? 
1) –2 2) –15 3) –33 4) –99

2. Òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñðåäè êîòîðûõ åñòü àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ 
ïðîãðåññèÿ, çàäàíû íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ÷ëåíàìè. Óêàæèòå äëÿ êàæäîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåå åé óòâåðæäåíèå. 

À) 
1

2

1

4
0

1

4
; ; ; ; …

Á) 1; –4; 16; –64; …
Â) –0,5; 1; 2; –4; …

1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ íè 
àðèôìåòè÷åñêîé, íè ãåîìåòðè÷åñêîé 
ïðîãðåññèåé. 

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. 

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãåîìå-
òðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. 

Îòâåò: À Á Â

3. Àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè (an), (bn) è (cn) çàäàíû ôîðìóëàìè n-ãî ÷ëåíà: an 
 4n  7; bn  4n; cn  3n – 1. Óêàæèòå òå èç íèõ, ó êîòîðûõ ðàçíîñòü d ðàâíà 4. 

1) (an) è (cn) 2) (cn) 3) (an) è (bn) 4) (bn) è (cn)

4. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ 1, 
÷òîáû èõ ñóììà áûëà ðàâíà 210? 
1) 20 2) 21 3) 24 4) 105

5. Âû÷èñëèòå ñóììó âñåõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè, ó êîòîðîé bn  5  3–n. 

1) 
5

3
 2) 2,5 3) 10,5 4) 15,5

6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ çàäàíà óñëîâèÿìè: bn  7  3n–1. Êàêîå èç äàííûõ ÷è-
ñåë íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ýòîé ïðîãðåññèè? 
1) 7 2) 14 3) 21 4) 63

7. Óêàæèòå îáûêíîâåííóþ äðîáü, ðàâíóþ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé 
äðîáè 3,8(3). 

1) 3
3

8
 2) 3

83

100
 3) 3

1

6
 4) 3

5

6

8. Â ïîíåäåëüíèê íåêîòîðûé òîâàð ïîñòóïèë â ïðîäàæó ïî öåíå 800 ðóáëåé. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â ìàãàçèíå ïðàâèëàìè, öåíà òîâàðà â òå÷åíèå íåäåëè 
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à â ïåðâûé äåíü êàæäîé ñëåäóþùåé íåäåëè ñíèæàåòñÿ íà 
20  îò ïðåäûäóùåé öåíû. Ñêîëüêî ðóáëåé áóäåò ñòîèòü òîâàð íà ñåìíàäöàòûé 
äåíü ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ â ïðîäàæó? 
1) 512 ðóá. 2) 480 ðóá. 3) 760 ðóá. 4) 584 ðóá. 

9. Ñòðîèòåëüíàÿ ôèðìà ïîëîæèëà â áàíê 300 òûñÿ÷ ðóáëåé. Çà ãîä íà÷èñëÿåòñÿ 
10  ãîäîâûõ. Ñóììà âêëàäà ÷åðåç ïÿòü ëåò ñîñòàâèò: 
1) 350 òûñ. ðóá. 2) 483 òûñ. ðóá. 3) 315 òûñ. ðóá. 4) 375 òûñ. ðóá. 
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10. ×åòâåðòûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîñòàâëÿåò 25  îò øåñòîãî ÷ëåíà 
ýòîé ïðîãðåññèè, à ñóììà âòîðîãî è ïÿòîãî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ðàâíà 216. Íàéäè-
òå ñóììó ïåðâûõ ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, åñëè q > 0. 
1) 144 2) 180 3) 192 4) 216

11. Íàéäèòå ïÿòèäåñÿòûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè åå ïåðâûé ÷ëåí 
ðàâåí 1,1, à ðàçíîñòü 2. 
Îòâåò: __________________.

12. Íàéäèòå ñåäüìîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè åå ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 6, 

à çíàìåíàòåëü 
1

2
.

Îòâåò: __________________.

13. Íàéäèòå ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: –4; 
4

3
;  

4

9
...

Îòâåò: __________________.

14. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (an) a1
  13,2; a

15
  –24,6. Íàéäèòå ðàçíîñòü àðèô-

ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. 
Îòâåò: __________________.

15. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (xn) x3

1

9
;  x

6
  3. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ïðîãðåñ-

ñèè. 
Îòâåò: __________________.

16. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ çàäàíà óñëîâèåì an  10 – 2,9n. Íàéäèòå ñóììó 
ïåðâûõ äåñÿòè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè. 
Îòâåò: __________________.

17. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ (bn) çàäàíà óñëîâèåì bn
n= ⋅

3

8
2( ) .  Íàéäèòå ñóììó 

ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè. 
Îòâåò: __________________.

18. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè S
2
  4, S

3
  13. Íàé-

äèòå S
4
. 

Îòâåò: __________________.

19. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2  5  8  11  …  x  155. 
Îòâåò: __________________.

20. Òðè ÷èñëà, èç êîòîðûõ òðåòüå ðàâíî 12, ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè 
÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Åñëè âìåñòî 12 âçÿòü 9, òî ýòè òðè ÷èñëà 
áóäóò òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå 
ýòè ÷èñëà. 
Îòâåò: __________________.
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5.  Функции
З н а т ь :  

y x y x y x y x y x

Ум е т ь :  

y kx b y
k
a

y ax y ax c y ax bx c -

5.1.  Числовые функции

5.1.1.  Понятие функции. Область определения функции. Способы задания функции

Çàâèñèìîñòè îäíîé ïåðåìåííîé îò äðóãîé íàçíà÷àþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè çà-
âèñèìîñòÿìè.

Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî òàêàÿ çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, èëè ôóíêöèåé.

Íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ íàçûâàþò òàêæå àðãóìåíòîì. Àðãóìåíò ïðèíÿòî 
îáîçíà÷àòü áóêâîé x. 

Çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ íàçûâàþò ôóíêöèåé, åå îáîçíà÷àþò y èëè f. Çàïèñû-
âàþò: y(x) èëè f(x).

Íàïðèìåð, f(x)  3 – x èëè y(x)  x2  3x – 1 — ôóíêöèè.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè — âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò àðãó-

ìåíò. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü D(f).
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ — çàâèñèìîñòü ïëîùàäè êâàäðàòà îò åãî 

ñòîðîíû: S(a)  a2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè — ìíîæåñòâî âñåõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè — ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðè-
íèìàòü ñàìà ôóíêöèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü E(f).

П р и м е р  1 . Ïîåçä äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 70 êì/÷. Çà t ÷ îí ïðîõîäèò ðàññòîÿ íèå 
s êì. Çàäàòü ôîðìóëîé çàâèñèìîñòü s îò t. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè çíà÷å-
íèè àðãóìåíòà, ðàâíîì 3 ÷, 5 ÷.

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ çàâèñèìîñòü èìååò âèä: s  70t.
Åñëè t  3 ÷, òî s  70  3  210 êì.
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Åñëè t  7 ÷, òî s  70  7  490 êì.
Îòâåò: s  70t; 210 êì; 490 êì. 

Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà — R (ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë).

2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D
x
1

0 0
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −∞ ∪ + ∞( ; ) ( ; ).

3. D x D x Rk R2 2 10( ) = + ∞ ( ) =+[ ; ); .
Îáëàñòè çíà÷åíèé îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòíîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê 
[m;  ), ãäå m — íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ëèáî ïðîìåæóòîê  
(– ; n], ãäå n — íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Способы задания функции
×òîáû çàäàòü ôóíêöèþ, íóæíî óêàçàòü ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äëÿ êàæ-

äîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ìîæíî áûëî áû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðå îñíîâíûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè: 
1) àíàëèòè÷åñêèé;  3) òàáëè÷íûé;
2) ãðàôè÷åñêèé;  4) ñëîâåñíîå îïèñàíèå.

1. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñïîñîáå ôóíê-
öèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû y  f(x), ãäå f(x) — íåêîòîðîå âûðàæåíèå 
ñ ïåðåìåííîé.

 Íàïðèìåð: y  x  3; y  –3x2; y
x
1

;  y
x x

x x
=

≤

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, .

0

1 0
2. Ïðè ãðàôè÷åñêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ôóíêöèè èçîáðàæàþò ãðàôèê ôóíêöèè  

y  f(x) â ñèñòåìå xOy.
3. Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå 

ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ D(f) è E(f) çàäàåòñÿ â âèäå òàáëèöû.
 Ïðè òàêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ôóíêöèè â òàáëèöå óêàçûâàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 

y
1
, y

2
, ..., yn äëÿ èìåþùèõñÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x

1
, x

2
, ..., xn:

x x
1

x
2

... xn – 1
xn

y y
1

y
2

... yn – 1
yn

Ïðèìåðàìè òàáëè÷íîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, 
òàáëèöû êâàäðàòîâ, êóáîâ, êâàäðàòíûõ êîðíåé è ò. ä.
Íàïðèìåð:

x –2 –1 0 1 2 3

y 4 1 0 1 4 9

4. Ïðè ñëîâåñíîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ôóíêöèè çàêîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëîâåñíî. 

 Íàïðèìåð, ðàçìåð ïîäîõîäíîãî íàëîãà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé çàðàáîòíîé ïëàòû 
íàëîãîïëàòåëüùèêà.

П р и м е р  2 . Ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé y  2x2  1. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè 
x  –1; 2; 10.
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Ðåøåíèå:
Åñëè x  –1, òî y(–1)  2  (–1)2  1  3;
åñëè x  2, òî y(2)  2  22  1  9;
åñëè x  10, òî y(10)  2  102  1  201.

Îòâåò: 3; 9; 201.
П р и м е р  3 . Íàéòè çíà÷åíèå àðãóìåíòà x, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå y  207, åñëè 
ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé: y  2x  1.

Ðåøåíèå: 
Åñëè y  2x  1 è y  207, òî 2x  1  207; 2x  206; x  103.

Îòâåò: 103. 
П р и м е р  4 . Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 

à) y x
x

= +2

3
;  á) y

x
x

=
+
−

1

2
;  â) y

x
x

=
−
−
1

4
;  ã) y

x x x
=

− +
5

1 3( )( )
.

Ðåøåíèå:

à) y x
x

= +2

3
;  D(f)  R;

á) y
x
x

=
+
−

1

2
;  D(f)  (– ; 2)  (2; );

â) y
x
x

=
−
−
1

4
;  x  – 4  0; x   4; x   4; D(f)  (– ; –4)  (–4; 4)  (4; );

ã) y
x x x

=
− +

5

1 3( )( )
;  D(f)  (– ; –3)  (–3; 0)  (0; 1)  (1; ).

П р и м е р  5 . Â òàáëèöå ïîêàçàíà ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p 
îò âûñîòû h íàä óðîâíåì ìîðÿ:

h, êì 0 1 2 3 4 5 6 7 10 12

p, ìì ðò. ñò.

7
6
0
,0

7
1
2
,0

6
7
5
,1

5
9
5
,2

5
2
5
,7

4
2
8
,9

4
0
1
,3

4
0
0
,9

3
9
0
,8

3
5
0
,5

1) Óêàçàòü äàâëåíèå íà âûñîòå: à) 2 êì; á) 4 êì; â) 5 êì; ã) 12 êì;
2) Íà êàêîé âûñîòå íàä óðîâíåì ìîðÿ äàâëåíèå ðàâíî:

à) 675,1; á) 525,7; â) 400,9; ã) 390,8?
Îòâåò: 1) à) 675,1 ìì ðò. ñò.; á) 525,7 ìì ðò. ñò.; â) 428,9 ìì ðò. ñò.;  

ã) 350,5 ìì ðò. ñò.; 2) à) 2 êì; á) 4 êì; â) 7 êì; ã) 10 êì.
П р и м е р  6 . Äàíà ôóíêöèÿ y  x2  x  1. Âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ãðàôèêó ýòîé 
ôóíêöèè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè: à) (0; 1); á) (–1; 2); â) (1; 3); ã) (–4; 3).

Ðåøåíèå: 
Åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó, òî åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèþ y  x2  x  1.
à) (0; 1), ò. å. x  0, y  1; 1  02  0  1, ò. å. 1  1.

Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó;
á) (–1; 2), ò. å. x  –1, y  2; 2  (–1)2  (–1)  1, ò. å. 2  3.

Òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó;
â) (1; 3), ò. å. x  1, y  3; 3  12  1  1, ò. å. 3  3.

Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó;
ã) (–4; 3), ò. å. x  –4, y  3; 3  (–4)2  (–4)  1, ò. å. 3  15.

Òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó.
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5.1.2.  График функции, возрастание и  убывание функции, наибольшее 
и  наименьшее значения функции, нули функции, промежутки 
знакопостоянства. Чтение графиков функции

Ãðàôèêîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè, àáñöèññû êîòîðûõ ðàâíû çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà, à îðäèíàòû — ñîîòâåòñòâó-
þùèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè.

П р и м е р  1 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y
x

=
+
3

3
,  ãäå –2  x  3. Ñîñòàâèì òàáëèöó çíà-

÷åíèé ôóíêöèè äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. 

x –2 –1 0 1 2 3

y 3 1,5 1
3

4

3

5

1

2

Íàíåñåì íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü òî÷êè èç òàá-
ëèöû. Ñîåäèíèì èõ ïëàâíîé ëèíèåé (ðèñ. 5.1). Ïðå-
èìóùåñòâîì ãðàôèêà ÿâëÿåòñÿ åãî íàãëÿäíîñòü, à íå-
äîñòàòêîì — òî, ÷òî ïî ãðàôèêó ìîæíî íàéòè òîëüêî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïî èçîáðàæåííîìó ãðàôèêó äëÿ ëþáîãî àðãóìåíòà ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå 
ôóíêöèè è íàîáîðîò.
П р и м е р  2 . Ðàññìîòðèì ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè  
y  f(x) (ðèñ. 5.2). Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè x 
 2. ×åðåç ýòó òî÷êó ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíóþ îñè x äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì. Îíà ïåðåñå-
÷åò ãðàôèê â òî÷êå A(2; 4). Çíà÷èò, åñëè x  2, òî y  4. 

Íàéäåì çíà÷åíèå àðãóìåíòà, ïðè êîòîðîì y  –2. 
Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ îñè y. Îíà ïåðåñå÷åò ãðàôèê â òî÷êå B(–1; –2). 
Çíà÷èò, åñëè y  –2, òî x  –1.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé 
ôóíêöèè. Íàïðèìåð, íà êðèâîé, èçîáðàæåííîé íà 
ðèñ. 5.3, çíà÷åíèþ x  x

0
 ñîîòâåòñòâóþò òðè çíà÷å-

íèÿ y (y
1
, y

2
 è y

3
), è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ñîîòâåò-

ñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé 

ïëîñêîñòè ÿâëÿëîñü ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè, 
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ îñè Oy, ïåðåñåêàëàñü ñ óêàçàííûì ãðà-
ôèêîì íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.

Монотонность функции
Ôóíêöèÿ y  f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà 

äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå x, åñëè áîëüøåìó çíà-
÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè (ðèñ. 5.4), ò. å. äëÿ ëþáûõ x

1
 è x

2
 èç x: åñëè  

x
2
  x

1
, òî f(x

2
)  f(x

1
).

1

2

–1–2 2

3

3 x

y

Ðèñ. 5.1 

1
2

–1

–2

–2 2

A

y = f(x)

B

3
4

3 x

y

Ðèñ. 5.2 

0

y y1

y2

y3

x0 x

Ðèñ. 5.3 

0

y

x

y = f(x)
f(x2)

f(x1)

x1 x2

Ðèñ. 5.4 
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Ôóíêöèÿ y  f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå x, 
åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 
(ðèñ. 5.5), ò. å. äëÿ ëþáûõ x

1
 è x

2
 èç x: åñëè x

2
  x

1
, òî f(x

2
)  f(x

1
) (ðèñ. 5.5).

Åñëè ôóíêöèÿ òîëüêî âîçðàñòàåò èëè òîëüêî óáûâàåò íà äàííîì ÷èñëîâîì 
ïðîìåæóòêå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y  2x – 3 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íà âñåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 5.6). À ôóíêöèÿ y  x2  1 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà 
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè x  (– ; 0] îíà ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, 
à ïðè x [0; ) — âîçðàñòàþùåé (ðèñ. 5.7).

0

f(x2)

f(x1)

x1

x2

y

x

y = f(x)

1
2

–1
–2
–3

2

1

3 4 5

y = 2x – 3
y

x

1

1

2

3

3

y = x2 + 1

y

x
Ðèñ. 5.5 Ðèñ. 5.6 Ðèñ. 5.7 

П р и м е р  3 . Ôóíêöèÿ y  f(x) çàäàíà íà ïðîìåæóòêå 
[–4; 6]. Óêàçàòü ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâà-
íèÿ ôóíêöèè (ðèñ. 5.8).
Îòâåò: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x  [–2; 0] è [5; 6]; 

ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x  [–4; –2] è [0; 5].

Наибольшие и наименьшие значения функции
Ôóíêöèÿ y  f(x), îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, äîñòèãàåò ñâîåãî 

íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà m èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, 
÷òî äëÿ âñåõ x ïðîìåæóòêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x)  f(m) (ðèñ. 5.9).
Ôóíêöèÿ y  f(x), îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, äîñòèãàåò ñâîåãî 

íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà m èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, 
÷òî äëÿ âñåõ x ïðîìåæóòêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x)  f(m) (ðèñ. 5.10).

a m b

y = f(x)
y

x  m b

y = f(x)
y

x a
m

b

y = f(x)
y

x
 m b

y = f(x)
y

x
Ðèñ. 5.9 Ðèñ. 5.10 

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y  x2 (ðèñ. 5.11) íå èìååò 
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè 
x  0 ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó f(0)  f(x) äëÿ âñåõ x 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ y  –x (ðèñ. 5.11) íå èìååò íàèáîëüøåãî 
è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ.

1
–1

–4

–1
1

2

3 4 5 6

y = f(x)
y

x

Ðèñ. 5.8 

y = x2

y = –x

y

x

Ðèñ. 5.11 



5. Функции172

П р и м е р  4 . Ôóíêöèÿ y  f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìå-
æóòêå [–2; 3]. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ýòîì ïðîìåæóòêå (ðèñ. 5.12).
Îòâåò: ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå, ðàâíîå 3 ïðè x  –2, íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèå –2 ïðè x  1.

Нули функции, промежутки знакопостоянства
Íóëè ôóíêöèè — çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ïðè êî-

òîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî íóëþ. Òî åñòü ýòî 
êîðíè óðàâíåíèÿ f(x)  0 (ðèñ. 5.13).

Íà ðèñ. 5.13 x
1
 è x

2
 — íóëè ôóíêöèè, ò. å. ýòî 

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox.
×èñëîâûå ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñî-

õðàíÿåò ñâîé çíàê (ò. å. îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé 
èëè îòðèöàòåëüíîé), íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè 
çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Òàê, íà ðèñ. 5.13 ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, ò. å. f(x)  0 ïðè x  (x
1
; x

2
), ôóíê-

öèÿ îòðèöàòåëüíà, ò. å. f(x)  0 ïðè x  [a; x
1
)  (x

2
; b].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íóëåé è ïðîìåæóòêîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà íå îáÿçàòåëüíî 
èìåòü ãðàôèê ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x)  0 è íåðàâåíñòâà  
f(x)  0 è f(x)  0.

П р и м е р  5 . Äëÿ ôóíêöèè y  x2 – 4 íàéòè íóëè è ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà.
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì íóëè ôóíêöèè, äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå x2 – 4  0; x
1
  –2; x

2
  2.

Íàéäåì ïðîìåæóòêè, ãäå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Ðåøèì íåðàâåíñòâî: 

x2 – 4  0; (x – 2)(x  2)  0.  –2 2

+ +–

Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.
Îòâåò: íóëè: –2 è 2; f(x)  0 ïðè x  (– ; –2)  (2; ); f(x)  0 ïðè x  (–2; 2).
П р и м е р  6 . Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà, íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 
y  x2 – 10 ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå: 
Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Ox, åñëè y  0, ò. å. x2 – 10  0; x2  10; x1 10;  

x2 10= − .  Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox: 10 0;( )  è −( )10 0; .  Ãðàôèê ïåðåñå-
êàåò îñü y, åñëè x  0. ò. å. y  –10. Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êå (0; –10).

Îòâåò: 10 0; ;( )  −( )10 0; ;  (0; –10).

Четность и нечетность функций
Ôóíêöèÿ y  f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ 

êàæäîãî çíà÷åíèÿ x èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çíà-
÷åíèå –x òàêæå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(–x)  f(x).

Ãðàôèê ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy (ðèñ. 5.14).

Íàïðèìåð, ãðàôèêè ôóíêöèé y  x2; y  2x2 – 2; 
y  x  — ÷åòíûå.

y = f(x)

y

x
11 2

2
3

–1

–2

–2 3

Ðèñ. 5.12 

y = f(x)

y

a b+

––

x
x1 x2

Ðèñ. 5.13 

y 

f(x)f(–x)

xx–x
Ðèñ. 5.14 
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Ôóíêöèÿ y  f(x) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè äëÿ 
êàæäîãî çíà÷åíèÿ x èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çíà-
÷åíèå –x òîæå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(–x)  –f(x).

Ãðàôèê ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 5.15).

Íàïðèìåð, ôóíêöèè y  x3; y  3x; y
x

= −
4

;   
y  x5 – x3 íå÷åòíûå.

П р и м е р  7 . ×åòíîé èëè íå÷åòíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ?

à) f(x)  x7  2x3; á) y x
x

= − +3
5

14
2

;  â) y  2x3  x2 – 1.

Ðåøåíèå:
à) f(–x)  (–x)7  2(–x)3  –x7 – 2x3  –(x7  2x3)  –f(x);
 f(–x)  –f(x), ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ;

á) f x x
x

x
x

f x( ) ( )
( )

( );− = − −
−

+ = − + =3
5

1 3
5

14
2

4
2

 f(–x)  f(x), ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ;
â) f(–x)  2(–x)3  (–x)2 – 1  –2x3  x2 – 1  –(2x3 – x2  1);
 f(–x)  –f(x)  f(x). Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé. Ýòî ôóíêöèÿ 

îáùåãî âèäà.

Чтение графиков функций
×òåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè — ýòî îïèñàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè ïî åå ãðàôèêó.

Ïëàí îïèñàíèÿ ôóíêöèè:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f) (ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííîé x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî îñè x.
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè E(f) îïðåäåëÿåòñÿ ïî îñè y.
3. ×åòíîñòü, íå÷åòíîñòü ôóíêöèè.
4. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.
5. Íóëè ôóíêöèè. Îïðåäåëÿþòñÿ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ x.
6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè (ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x, ïðè êî-

òîðûõ y  0 èëè y  0). Îïðåäåëÿþòñÿ ïî ÷àñòè ãðàôèêà, ëåæàùåé âûøå ëèáî 
íèæå îñè x. 

7. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

П р и м е р  8 . Ïðî÷èòàòü ãðàôèê ôóíêöèè y  f(x) (ðèñ. 5.16). 
Ðåøåíèå:

1. D(f)  [–4; 4].
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè E(f)  [–2; 4].
3. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.
4. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y  4 ïðè x  2; 

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y  –2,5 ïðè x 
 –2,5.

5. Íóëè: x
1
  –0,5; x

2
  3,5.

6. f(x)  0 ïðè x  (–0,5; 3,5); f(x)  0 ïðè x  [–4; 
–0,5)  (3,5; 4].

7. f(x) âîçðàñòàåò ïðè x  [–2,5; 2]; f(x) óáûâàåò 
ïðè x  [–4; –2,5] è [2; 4].

y 

f(–x)

f(x)

xx–x

Ðèñ. 5.15 

y = f(x)

y

x1

1

–2

–2

–3

–4

2

2
3
4

3

4

Ðèñ. 5.16 
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5.1.3.  Примеры графических зависимостей, отражающих реальные процессы

Ãðàôèêè èñïîëüçóþòñÿ â ñàìûõ ðàçíî-
îáðàçíûõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, 
ïîñêîëüêó íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò èçìåíå-
íèå îäíèõ âåëè÷èí â çàâèñèìîñòè îò êà-
êèõ-ëèáî äðóãèõ âåëè÷èí. Ãðàôèêè ïðî-
öåññîâ, ðåàëüíî ïðîèñõîäÿùèõ â ïðèðîäå, 
èñïîëüçóþò ôèçèêè, áèîëîãè, ýêîíîìè-
ñòû, ìåòåîðîëîãè, ìåäèêè è ò. ä. 

Íàïðèìåð, îðèåíòèðîâàíèå áèîëîãè÷åñêèõ ðèòìîâ ëþäåé çàëîæåíî ïðè ðîæ-
äåíèè. Êàê ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñâîè áèîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè? Èñ-
ïîëüçóÿ ãðàôèê, ñîñòàâëåííûé áèîëîãàìè 
è ìåäèêàìè (ðèñ. 5.17), ìîæíî ïëàíè-
ðîâàòü ñàìûå âàæíûå äåëà íà òî âðåìÿ, 
êîãäà âû íàõîäèòåñü íà ïèêå ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ ìîæíî 
èçîáðàçèòü ðîñò ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ 
íà çåìíîì øàðå, óðîâåíü ðîæäàåìîñòè, 
ãðàôèê óïëàòû íàëîãîâ íàñåëåíèåì è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ãðàôè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü 
ñèëû òîêà îò íàïðÿæåíèÿ (çàêîí Îìà):

Ñèëà òîêà I â öåïè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåíèþ U è îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà ýëåêòðè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ ó÷àñòêà öåïè R (ðèñ. 5.18, à):

U  IR; I
U
R

.

Íàïðèìåð, åñëè I  3 À, òî U  3R, ýòî ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü. 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ôèêñèðîâàííîì íàïðÿæåíèè, íàïðèìåð U  12 Â, ïîëó-

÷èì çàâèñèìîñòü I
R
12

.  Ýòî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, ãðàôèêîì 

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà (ðèñ. 5.18, á).
Ãðàôèê îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ãèïåðáîëó) èñïîëüçóþò è ôèçèêè äëÿ 

îòðàæåíèÿ ÿâëåíèÿ êàïèëëÿðíîñòè, ïîñêîëüêó â êàíàëå æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ 
òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå åãî ðàçìåð.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ 
íà ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè, îòðà-
æàþùèå ðåàëüíûå ïðîöåññû.

П р и м е р  1 . Íà ãðàôèêå ïîêàçàíî èçìåíåíèå 
òåìïåðàòóðû âîçäóõà íà ïðîòÿæåíèè ñó-
òîê 3, 4 è 5 ñåíòÿáðÿ (ðèñ. 5.19).

Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíî âðåìÿ ñóòîê 
â ÷àñàõ, íà îñè îðäèíàò — çíà÷åíèÿ òåì-
ïåðàòóðû â ãðàäóñàõ.

Îïðåäåëèòü ïî ãðàôèêó:
à) íàèáîëüøóþ òåìïåðàòóðó âîçäóõà 4 ñåí-

òÿáðÿ;
á) â êàêîå âðåìÿ ñóòîê 3 ñåíòÿáðÿ òåìïå-

ðàòóðà ñîñòàâèëà 10 Ñ;

6

8

50

100

12

ñîâà

æàâîðîíîê
ãîòîâíîñòü ê ðàáîòå, %

t, ÷àñ

16 20

2 610 14 18 24 4
Ðèñ. 5.17 

I

U

I

1
à á

0

1
2
3

U

U = 3R

Ðèñ. 5.18 

12
3 ñåí. 4 ñåí. 5 ñåí.

6 18 6 18 6 182

6

10

14

18

22
24

24 12 24 12 24 t, ÷

Ò, °Ñ

Ðèñ. 5.19 
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â) óêàçàòü ïåðèîä âðåìåíè 5 ñåíòÿáðÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî òåìïåðàòóðà ïîíèæà-
ëàñü.

Îòâåò: à) 22 Ñ; á) 0 ÷ è 18 ÷; â) ñ 15 ÷ äî 24 ÷.
П р и м е р  2 . Âîäó íåêîòîðîå âðåìÿ íàãðåâàëè. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû T Ñ îò 
âðåìåíè t (â ìèí) (ðèñ. 5.20) çàäàíà òàê:

T t

t t

t

t t

° =
+ ≤ ≤

< ≤
− + < ≤

( )

, ,

, ,

, .

10 20 0 8

100 8 10

2 120 10 15

åñëè

åñëè

åñëè

⎧⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

Ïîñòðîèòü ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè. 
Îïðåäåëèòü T(5), T(9), T(12), íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òåìïåðàòóðó âîäû: t

0
, t

ê
.

Ðåøåíèå:
T(5)  10t  20, ïîñêîëüêó 0  5  8, ò. å. T(5)  10  5  20  70 Ñ;
T(9)  100, ïîñêîëüêó 8  9  10;
T(12)  –2t  120  –2  12  120  96 Ñ, ïîñêîëüêó 10  12  15.

Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà t
0
  T(0)  10t  20  10  0  20  20 Ñ, êîíå÷íàÿ —  

t
ê
  T(15)  –2t  120  –2  15  120  90 Ñ.

1 3 5 7 9 11 13 15

10

30

40

60

80

100

t, ìèí

Ò, °Ñ

Ðèñ. 5.20 
П р и м е р  3 . Èìåþòñÿ äâà ãðàôèêà (ðèñ. 5.21): íà îäíîì èç íèõ èçîáðàæåí ïðîöåññ 
íàïîëíåíèÿ áàêà âîäîé, íà äðóãîì — ïðîöåññ âûòåêàíèÿ âîäû èç áàêà. Ïî êàæ-
äîìó ãðàôèêó îòâåòèòü íà âîïðîñû:
à) ñêîëüêî ëèòðîâ âîäû áûëî â áàêå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè?
á) ñêîëüêî ëèòðîâ âîäû áûëî â áàêå ÷åðåç 1 ìèí, 6 ìèí, 8 ìèí?
â) ÷åðåç ñêîëüêî ìèíóò â áàêå ñòàëî 25 ë âîäû?
ã) êàêîé èìåííî ïðîöåññ èçîáðàæåí íà ãðàôèêå (íàïîëíåíèÿ èëè âûòåêàíèÿ)?
ä) ñêîëüêî ëèòðîâ âîäû íàëèâàåòñÿ (âûòåêàåò) åæåìèíóòíî?
å) çàäàòü ôîðìóëîé çàâèñèìîñòü îáúåìà âîäû V â áàêå îò âðåìåíè t.

V(t)  50 – 5t

1 3 5 7 9 10

10

30

50

t, ìèí

V, ë
V(t)  15  2,5t

1 3 5 7 9 10

10

30

50

t, ìèí

V, ë

Ðèñ. 5.21
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Ðåøåíèå: 
à)  50 ë;
á)  ÷åðåç 1 ìèí — 45 ë; 

÷åðåç 6 ìèí — 20 ë; 
÷åðåç 8 ìèí — 10 ë;

â)  ÷åðåç 5 ìèí;
ã)  ïðîöåññ âûòåêàíèÿ âîäû èç áàêà;
ä)  åæåìèíóòíî âûòåêàåò 5 ë âîäû;
å)  ïåðâîíà÷àëüíî áûëî 50 ë âîäû, çíà-

÷èò, èìååì çàâèñèìîñòü:
V(t)  50 – 5t

à)  15 ë;
á)  ÷åðåç 1 ìèí — 17,5 ë; 

÷åðåç 6 ìèí — 30 ë; 
÷åðåç 8 ìèí — 35 ë;

â)  ÷åðåç 4 ìèí;
ã)  ïðîöåññ íàïîëíåíèÿ áàêà; 
ä)  åæåìèíóòíî äîáàâëÿåòñÿ 2,5 ë âîäû;
å)  ïåðâîíà÷àëüíî áûëî 15 ë âîäû, åæå-

ìèíóòíî äîáàâëÿåòñÿ 2,5 ë, çíà÷èò, 
èìååì çàâèñèìîñòü:

V(t)  15  2,5t

5.1.4.  Функция, описывающая прямую пропорциональную зависимость, ее график

П р и м е р  1 . Àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 80 êì/÷. Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî àâòîìîáèëåì çà ïåðâûå 5 ÷ äâèæåíèÿ. Ïîìåñòèì 
ñâåäåíèÿ î äâèæåíèè àâòîìîáèëÿ â òàáëèöó:

t 1 2 3 4 5

s 80 160 240 320 400

Ïîñòðîèì ïî ýòîé òàáëèöå ãðàôèê ôóíêöèè y 
 s(t) (ðèñ. 5.22). Òî÷êè, îïèñàííûå â òàáëèöå, ëå-

æàò íà îäíîé ïðÿìîé y  80t (êì). Â äàííîé çàäà÷å 
îäíà âåëè÷èíà èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî äðóãîé.

Èìååì ôóíêöèþ y  kx, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ. 
Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèìåðàìè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ:

l(R)  2 R;

s(t)  v  t;

P(a)  4a.
Ïîñêîëüêó ãðàôèêîì ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè òîëüêî 
îäíó òî÷êó. 

Íàïðèìåð: 
y  2x

x 1

y 2

y = 2x
y

x1

1

–2

–1–3

–3

2
III

IVIII
3

y  –2x

x 1

y –2

y = –2x

y

x
11

–2

–1–3

–3

2

3
III

IV
III

Â çàâèñèìîñòè y  kx ÷èñëî k íàçûâàþò óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, èëè êîýô-
ôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

1 2 3 4 5 t

s

100

300

500 y = S(t)

Ðèñ. 5.22 
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Åñëè k  0, òî ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç I è III êîîðäèíàòíûå ÷åòâåðòè, à åñëè 
k  0, òî ÷åðåç II è IV.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y  x ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé I è III ÷åòâåðòåé, 
à y  –x — áèññåêòðèñîé II è IV ÷åòâåðòåé. 

y = x
y

x0

45°
I

III
 y = –x

y

x0

45°

II

IV

Ðèñ. 5.23

Свойства функции y  kx

y = kx

k > 0

y

x0

α

 

y = kx

k < 0

y

x0

α

Ðèñ. 5.24
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(f)  R. 
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: E(f)  R. 
3. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ:

k  0 k  0

Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ; 
f(x)  0 ïðè x  (0; ); 
f(x)  0 ïðè x  (– ; 0)

Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ; 
f(x)  0 ïðè x  (– ; 0);
f(x)  0 ïðè x  (0; )

Ãðàôèêó ïðèíàäëåæèò òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0; 0). 
Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ y  kx íå èìååò.

4. Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ. 

П р и м е р  2 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

à) y  3x; á) y x
1

3
;  â) y  –4x; ã) y x= −

1

4
.

Óêàçàòü, â êàêèõ êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ îíè ðàñïîëîæåíû. 
Ðåøåíèå: 

à) y  3x;

x 1

y 3

y = 3x

x
0

1

3

III

IVIII

á) y x
1

3
;

x 3

y 1

y

x0

1

3

III

IVIII

Ãðàôèêè ðàñïîëîæåíû â I è III ÷åòâåðòÿõ.
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â) y  –4x;

x 1

y –4

y

x0
1

–4

y = 4x

III

IVIII

ã) y x= −
1

4
;

x 4

y –1

y

x
0 4

–1

I

II

IVIII

Ãðàôèêè ðàñïîëîæåíû âî II è IV ÷åòâåðòÿõ.

П р и м е р  3 . Êàêèå èç òî÷åê A(1; 1), B(2; –4), C(–5; 2,5) è D(2; –1) ïðèíàäëåæàò 

ãðàôèêó ôóíêöèè y x= −
1

2
?

Ðåøåíèå: 

à) A(1; 1); x  1, y  1; y x= −
1

2
;  1

1

2
1≠ − ⋅ ;  íå ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó; 

á) B(2; –4); x  2, y  –4; y x= −
1

2
;  − = − ⋅4

1

2
2;  –4  –1; íå ïðèíàäëåæèò; 

â) C(–5; 2,5); x  –5, y  2,5; y x= −
1

2
;  2 5

1

2
5, ( );= − ⋅ −  2,5  2,5; ïðèíàäëåæèò; 

ã) D(2; –1); x  2, y  –1; y x= −
1

2
;  − = − ⋅1

1

2
2;  –1  –1; ïðèíàäëåæèò. 

П р и м е р  4 . Òî÷êà A(0,7; 70) ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. 
Çàïèñàòü ýòó ôóíêöèþ ôîðìóëîé. 

Ðåøåíèå: 
y  kx. Åñëè òî÷êà A ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó, åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò 

óðàâíåíèþ y  kx. 

A(0,7; 70); x  0,7; y  70; 70  x  0,7; k
70

0 7
100

,
.

Îòâåò: y  100x. 
П р и м е р  5 . Ïî ãðàôèêàì ôóíêöèè çàïèñàòü ôîðìóëû çàâèñèìîñòè. 
a) 

x
0

1

3
 á) y

x
0

–1

2

 â) y

x0

1

6

Ðåøåíèå: 

à) Ãðàôèêó ïðèíàäëåæèò òî÷êà (1; 3), òîãäà k
y
x

3

1
3;  y  3x. 

á) Ãðàôèêó ïðèíàäëåæèò òî÷êà (2; –1); k
y
x

= = −
1

2
;  y x= −

1

2
.

â) Ãðàôèêó ïðèíàäëåæèò òî÷êà (6; 1); k
y
x

1

6
;  y

x
6

.

П р и м е р  6 . Ïëîò ïëûâåò ïî ðåêå ñî ñêîðîñòüþ 3 êì/÷. Âûðàçèòü ïóòü s, ïðîé-
äåííûé ïëîòîì çà x ÷. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïóòè ïëîòà îò âðåìåíè. 
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Íàéòè ïî ãðàôèêó (ðèñ. 5.25): 
à) ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîøåë ïëîò çà 2,5 ÷; 
á) çà êàêîå âðåìÿ ïëîò ïðîïëûâåò 9 êì. 

Ðåøåíèå: 
Ïîñêîëüêó ïëîò çà 1 ÷ ïðîõîäèò 3 êì, ãðàôèêó 

ïðèíàäëåæèò òî÷êà (1; 3). 
à) Èç òî÷êè íà îñè x  2,5 ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíóþ îñè Ox äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôè-
êîì, ïîëó÷èì òî÷êó (2,5; 7,5). Çíà÷èò, s  7,5 êì. 

á) Àíàëîãè÷íî ïðè s  9 êì âðåìÿ x  32 ÷.
Îòâåò: 7,5 êì; 32 ÷. 

5.1.5.  Линейная функция, ее график,  
геометрический смысл коэффициентов

Ëèíåéíîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé âèäà 
y  kx  b, ãäå x — íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, k è b — íåêîòîðûå ÷èñëà. 

Ãðàôèêîì ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ. 
×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè, íåîáõîäèìî êîîðäèíàòû äâóõ òî÷åê, ïðè-

íàäëåæàùèõ ãðàôèêó, ò. å. äâà çíà÷åíèÿ x, ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ôóíêöèè 
è íàéòè çíà÷åíèå y. 

П р и м е р  1 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y x= − +
1

3
1.

Ðåøåíèå: 

x 0 3

y 1 0

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ k è b  
â óðàâíåíèè y  kx  b

1. Êîýôôèöèåíò k (óãëîâîé êîýôôèöèåíò) îòâå÷àåò çà íàêëîí ãðàôèêà ôóíêöèè: 
k  0, ãðàôèê èìååò îñòðûé óãîë ñ ïîëî-

æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox; 0     90  
(ðèñ. 5.27);

k  0, ãðàôèê èìååò òóïîé óãîë ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox; 90     180  
(ðèñ. 5.28).

2. Êîýôôèöèåíò b îòâå÷àåò çà ñäâèã ãðàôèêà âäîëü 
îñè Oy: 

b  0, òî ãðàôèê ôóíêöèè y  kx  b ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y  kx ïóòåì ñäâèãà íà 
b åäèíèö ââåðõ âäîëü îñè Oy; 

b  0, òî ãðàôèê ôóíêöèè y  kx  b ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y  kx ïóòåì ñäâèãà íà 
b  åäèíèö âíèç âäîëü îñè Oy. 

S, êì

x, ÷àñ0 1 2

2
1

3

3
4
5
6
7
8
9

Ðèñ. 5.25 

y

1 3
x0

Ðèñ. 5.26 

y

x0
α

Ðèñ. 5.27 

y

x0

α

Ðèñ. 5.28 
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Èìååì ÷åòûðå ñèòóàöèè: 

k  0, b  0; 0     90
y

b

x0

y = kx + b
α

k  0, b  0; 90     180
y

x0

y = kx + b

αb

k  0, b  0; 0     90
y

x0

y = kx + b

α

b

k  0, b  0; 90     180
y

x0

y = kx + b

α

b

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
1. y  kx  b; b  0. Ãðàôèê ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ðèñ. 5.29). 
2. y  kx  b; k  0, y  b. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè — ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Ox 

(ðèñ. 5.30). 
Îòäåëüíî îòìåòèì x  a. Ãðàôèê ýòîãî óðàâíåíèÿ — ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ 

îñè Oy (ðèñ. 5.31). 
y

x
0

k > 0

k < 0

y

x
0

y = b b > 0

y = –b b < 0

y

x
0

x = a
a > 0

x = a
a < 0

Ðèñ. 5.29 Ðèñ. 5.30 Ðèñ. 5.31 

Îáðàòèòå âíèìàíèå! Óðàâíåíèå x  a íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ò. ê. îäíîìó 
çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè, 
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè. 

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y  kx  b ñ îñÿìè êîîðäèíàò

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox èìååò êîîðäèíàòû B
b
k

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟; ;0  ñ îñüþ 

Oy — A(0; b) (ðèñ. 5.32). 
Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ y  k

1
x  b

1
 è y  k

2
x  b

2

Ãðàôèê ôóíêöèè y  k
1
x  b

1
 ïàðàëëåëåí ãðàôèêó y  k

2
x  b

2
, åñëè k

1
 

 k
2
  k è b

1
  b

2
 (ðèñ. 5.33). 

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ y  k
1
x  b

1
 è y  k

2
x  b

2

Ãðàôèêè ôóíêöèè y  k
1
x  b

1
 è y  k

2
x  b

2
 ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè  

k
1
  k

2
  –1 èëè k

k1
2

1
= − .  (ðèñ. 5.34).

y

x0

A

B

y

x0

y

x
0

Ðèñ. 5.32 Ðèñ. 5.33 Ðèñ. 5.34 



5.1. Числовые функции 181

П р и м е р  2 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè: à) y  0,5x – 1; á) y  –3x  2. 
Íàéòè: 
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f); 
2) îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè E(f); 
3) íóëè è ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà; 
4) ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ; 
5) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò; 
6) çíà÷åíèå ôóíêöèè, åñëè çíà÷åíèå àðãóìåíòà ðàâíî 4; 
7) çíà÷åíèå àðãóìåíòà, åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî –1. 

Ðåøåíèå: 
à) y  0,5x – 1

x 0 2

y –1 0

y

x
0

2–1

1. D(f)  R. 
2. E(f)  R. 
3. Åñëè y  0, òî x  2. 
 f(x)  0 ïðè x  (2; ); f(x)  0 

ïðè x  (– ; 2). 
4. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 
5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîð-

äèíàò: (0; –1) è (2; 0). 
6. Åñëè x  4, òî y  0,5  4 – 1  1; 

(4; 1). 
7. Åñëè y  –1, òî 0,5x – 1  –1; 

x  0; (0; –1). 

á) y  –3x  2

x 0 –1

y 2 5

y

x
0

1. D(f)  R. 
2. E(f)  R. 

3. Åñëè y  0, òî x
2

3
. f(x)  0 ïðè 

x ∈ −∞⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟; ;

2

3
 f(x)  0 ïðè x ∈ + ∞⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

3
; .

4. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ. 

5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîð-

äèíàò: (0; 2) è 
2

3
0; .

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

6. Åñëè x  4, òî y  –3  4  2  –10; 
(4; –10). 

7. Åñëè y  –1, òî –3x  2  –1; x  1; 
(1; –1). 

П р и м е р  3 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y  kx  b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ïðîõîäèò 
÷åðåç òî÷êó (–1; 1) è ïàðàëëåëåí ãðàôèêó y  4x. 

Ðåøåíèå: 
Ãðàôèê y  kx  b ïàðàëëåëåí ãðàôèêó y  4x, 

ïîýòîìó k  4. 
Èìååì y  4x  b. Íî ýòîò ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç 

òî÷êó (–1; 1), ò. å. ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò 
x  –1; y  1. 

1  4  (–1)  b; b  1  4; b  5. 
Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê y  4x 

 5. Îäíà òî÷êà äëÿ ïîñòðîåíèÿ åñòü, ò. å. (–1; 1). 
Ïóñòü âòîðàÿ: x  0, y  5. 

y

x–1

5

5

1

0

Ðèñ. 5.35 
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П р и м е р  4 . Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y  4x – 6, íàéòè òî÷êó ýòîãî ãðà-
ôèêà, â êîòîðîé: 
à) àáñöèññà ðàâíà îðäèíàòå; á) àáñöèññà è îðäèíàòà — ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà; 
â) àáñöèññà â äâà ðàçà ìåíüøå îðäèíàòû. 

Ðåøåíèå: 
à) Åñëè àáñöèññà ðàâíà îðäèíàòå, òî x  y. 

x  4x – 6; –3x  –6; x  2; y  2. Ýòî òî÷êà (2; 2). 
á) Àáñöèññà è îðäèíàòà — ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà, ò. å. x  –y. 

–x  4x – 6; –5x  –6; x  1,2; y  –1,2. Ýòî òî÷êà (1,2; –1,2). 
â) Àáñöèññà â äâà ðàçà ìåíüøå îðäèíàòû, ò. å. y  2x. 

2x  4x – 6; –2x  –6; x  3; y  6. Ýòî òî÷êà (3; 6). 

5.1.6.  Функция, описывающая обратно пропорциональную зависимость. Гипербола

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé. 

П р и м е р  1 . Ïðè ðàâíîìåðíîì ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè òåëî äâèæåòñÿ ïî çàêîíó 

s  v  t, ãäå s — ïóòü, v — ñêîðîñòü, t — âðåìÿ. Òîãäà t
s
v

.  Ïðåäïîëîæèì, 

÷òî ïóòü ðàâåí 15 ì, òîãäà t
v
15

.  Âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ñêîðîñòè: ÷åì 

áîëüøå âîçðàñòàåò ñêîðîñòü, òåì ìåíüøå ïîòðåáóåòñÿ âðåìåíè äëÿ ïðîõîæäåíèÿ 
ôèêñèðîâàííîãî ïóòè. 

Ïî çàêîíó Îìà U  IR, ãäå R — ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà, U — íàïðÿæåíèå, 
I — ñèëà òîêà. 

Ñèëà òîêà ïðè ôèêñèðîâàííîì U  10 Â îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñîïðî-

òèâëåíèþ ïðîâîäíèêà: I
R
10

.  Òàêèå çàâèñèìîñòè íàçûâàþò îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíûìè. Îáîçíà÷àþò y
k
x

.

Ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé âèäà y
k
x

,  ãäå x — íåçàâè-

ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, k — íåêîòîðîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ îá-
ðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ. 

Свойства функции y
k
x

k  0 k  0
y

x0

III

III IV

y

x0

III

III IV

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå x  0: 
D(f)  (– ; 0)  (0; ). 
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k  0 k  0

2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå y  0:
E(f)  (– ; 0)  (0; ). 

3. Íå÷åòíàÿ. Ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. 
4. Ãðàôèê ôóíêöèè — ãèïåðáîëà. Ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé. 
5. Ãðàôèê ëåæèò â I è III êîîðäèíàò-
íûõ ÷åòâåðòÿõ.
Ïðè x  0 y  0; ïðè x  0 y  0. 

5. Ãðàôèê ëåæèò âî II è IV êîîðäè-
íàòíûõ ÷åòâåðòÿõ. 
Ïðè x  0 y  0; ïðè x  0 y  0. 

6. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ïðè x  (– ; 0) 

 (0; ).

6. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ïðè x  (– ; 0) 

 (0; ). 

П р и м е р  2 . Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå íàõîäèòñÿ ãàç. 
Îáúåì V (ëèòðîâ) ãàçà ïðè äàâëåíèè p (àòìîñôåð) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

V
p

15
.

à) Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè îáúåìà ãàçà îò åãî äàâëåíèÿ. 
á) Íàéòè îáúåì, çàíèìàåìûé ãàçîì ïðè 10 àòì. 
â) Íàéòè äàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ãàç èìååò îáúåì 3 ë. 

Ðåøåíèå: 
à) Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ñ ó÷å-

òîì, ÷òî p  0. 

p 1 3 5 15

V 15 5 3 1

á) Åñëè p  10 àòì, òî V
15

10
1 5,  ë. 

â) Åñëè V  3 ë, òî p
V
15 15

3
5  àòì. 

П р и м е р  3 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: y
x
3

 è y
x

=
−5

.

Ðåøåíèå: 
Ñîñòàâèì òàáëèöû çíà÷åíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ. 

y
x
3 x –3 –1 1 3

y –1 –3 3 1 y
x

=
−5 x –5 –1 1 5

y 1 5 –5 –1

y

x0 1

1

2

2
3

y

x
0

–1–3–5

1

3

5

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

V, ë

p, àòì 0 2

2

4

4

6

6

8

8

Ðèñ. 5.36 
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Дробно-линейная функция и ее график

Ôóíêöèÿ âèäà y
ax b
cx d

=
+
+

,  ãäå a, b, c, d — ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì c  0, íàçûâà-

åòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé. 

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå x
d
c

= − .

Äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó: 

y n
k

x m
= +

+
,  ãäå m

d
c

,  n
a
c

.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè — ýòî ãèïåðáîëà, êîòîðóþ 

ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèãîì ãèïåðáîëû y
k
x

 íà –m åäèíèö âäîëü îñè Ox è íà  

n åäèíèö âäîëü îñè Oy. 

П р и м е р  4 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: 

à) y
x

=
−

+
3

2
1;  á) y

x
x

=
−

+
2

1
;  â) y

x
x

=
−
−

4 11

2
.

Ðåøåíèå: 

à) Ãðàôèê ôóíêöèè y
x

=
−

+
3

2
1 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà-

ôèêà ôóíêöèè y
x
3

 ïóòåì ñäâèãà íà 2 åäèíèöû 

âïðàâî âäîëü îñè Ox è íà 1 åäèíèöó ââåðõ âäîëü 
îñè Oy. x  2 (ðèñ. 5.37). 

á) Ïîñòðîèì ãðàôèê y
x

x
=

−
+
2

1
 (x  –1). Âûäåëèì öå-

ëóþ ÷àñòü: 

−
+

=
− − +

+
=

− +
+

+
+

=
+

−
2

1

2 2 2

1

2 1

1

2

1

2

1
2

x
x

x
x

x
x x x
( )

.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè y
x

x
=

−
+
2

1
 

èëè y
x

=
+

−
2

1
2  ïîëó÷èì èç ãðàôèêà y

x
2

 ïó-

òåì ñäâèãà ïî îñè Ox íà 1 åäèíèöó âëåâî è ïî îñè 
Oy íà 2 åäèíèöû âíèç (ðèñ. 5.38).

â) Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y
x
x

=
−
−

4 11

2
.

 Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå: 

4 11

2

4 8 3

2

4 2

2

3

2
4

3

2

x
x

x
x

x
x x x

−
−

=
− −

−
=

−
−

−
−

= −
−

( )
.

Ãðàôèê ôóíêöèè y
x
x

=
−
−

4 11

2
 ïîëó÷èì èç ãðà-

ôèêà y
x

= −
3

 ïóòåì ïåðåíîñà åãî ââåðõ íà 4 åäè-

íèöû ïî îñè Oy è âïðàâî íà 2 åäèíèöû ïî îñè Ox. 

y

x0
1

2

2
3

Ðèñ. 5.37 

y

x
0

1
2
3

Ðèñ. 5.38 

y

x
0

1 2

4

Ðèñ. 5.39 
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×òîáû ïîëó÷èòü ãðàôèê y
x
x

=
−
−

4 11

2
,  íåîáõîäèìî ÷àñòü ãðàôèêà y

x
x

=
−
−

4 11

2
 

âûøå îñè Ox îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ, à ÷àñòü ãðàôèêà íèæå îñè Ox îòîáðà-
çèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Ox (ñì. ï. 5.1.10) (ðèñ. 5.39).

П р и м е р  5 . Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèå: 
6

1
x

x+ = .

Ðåøåíèå: 

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y
x

= +
6

1 è y  x 

(ðèñ. 5.40). Ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= +
6

1 ïîëó÷à-

åì ïóòåì ïåðåíîñà ãðàôèêà y
x
6

 íà 1 åäèíèöó 

ââåðõ âäîëü îñè Oy. 
Ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè  

x  –2 è x  3. 

Ýòî êîðíè óðàâíåíèÿ 
6

1
x

x+ = .

Îòâåò: –2; 3. 

5.1.7.  Квадратичная функция, ее график. Парабола.  
Координаты вершины параболы, ось симметрии

Êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ôîð-
ìóëîé y  ax2  bx  c, ãäå x — íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, a, b è c — íåêîòîðûå 
÷èñëà, ïðè÷åì a  0. 

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåðîì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïó-
òè îò âðåìåíè ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ôóíêöèþ y  x2.

Свойства функции y  x2 
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà: D(f)  R.
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: E(f)  [0; ). 
3. Ãðàôèêîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Âåðøèíà 

ïàðàáîëû — (0; 0). 
4. f(x)  0 ïðè x  (– ; 0)  (0; ); îòðèöàòåëüíûõ 

çíà÷åíèé íåò. 
5. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñè-

òåëüíî îñè Oy. 
6. Âîçðàñòàåò ïðè x  [0; ); óáûâàåò ïðè x  (– ; 0]. 

П р и м е р  1 . Ïðîõîäèò ëè ãðàôèê ôóíêöèè y  x2 ÷åðåç òî÷êó? 

à) A(1; 4); á) B(–1; –1); â) C −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

3

4

9
; ;  ã) D(–3; –9).

y

x
0

3
–2

Ðèñ. 5.40 

y

x1

1

4

9

2 3

Ðèñ. 5.41 
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Ðåøåíèå: 
Òî÷êè B è D íå ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó y  x2, ïîñêîëüêó y  0. Ïðîâåðèì òî÷êè: 

A(1; 4); x  1; y  4. y  x2; 4  12; ãðàôèê íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó; 

C −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

3

4

9
; ;  x = −

2

3
;  y

4

9
;  y  x2; 

4

9

2

3

2

= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ;  ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó.

П р и м е р  2 . Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x
x

2 4
0− = ?

Ðåøåíèå: 
Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷íî ãðàôèêè ôóíêöèé y  x2 

è y
x
4

.  Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ 

è áóäåò êîëè÷åñòâîì êîðíåé óðàâíåíèÿ (ðèñ. 5.42). 
Îòâåò: îäèí êîðåíü. 
П р и м е р  3 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x òî÷êè ïàðàáîëû  
y  x2 ðàñïîëîæåíû íèæå ïðÿìîé y  –x  6? 

Ðåøåíèå: 
Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷íî ãðàôèêè ôóíêöèè 

(ðèñ. 5.43). ×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, íàéäåì êî-
îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ. 

Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå: x2  –x  6; x2 
 x – 6  0. Èìååì êîðíè: x

1
  –3 è x

2
  2. 

Ïî ñõåìå âèäíî, ÷òî òî÷êè ïàðàáîëû ðàñïîëîæå-
íû íèæå ïðÿìîé ïðè –3  x  2. 
Îòâåò: –3  x  2. 

Свойства функции y  ax2  bx  c
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà: D(f)  R. 
2. Îáëàñòü çíà÷åíèé:

 åñëè a  0, òî E(f): [y
0
; ); 

 åñëè a  0, òî E(f): (– ; y
0
), ãäå (x

0
; y

0
) — êî-

îðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû. 
3. Ïðè b  0 ôóíêöèÿ y  ax2  c — ÷åòíàÿ, b  0 — 

îáùåãî âèäà (ðèñ. 5.44). 
4. Ãðàôèêîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Âåð-

øèíà ïàðàáîëû — òî÷êà (m; n), ãäå m
b
a

= −
2

;  

n
b ac

a
= −

−2 4

4
.  Êîîðäèíàòó òî÷êè n ìîæíî çàïè-

ñàòü è òàê: n  am2  bm  c. 
5. Ïðè a  0 ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (– ; x

0
] è âîçðàñ-

òàåò íà [x
0
; ), ãäå x m

b
a0 2

= = − .

6. Îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû: x m
b
a

= = −
2

.

7. Åñëè a  0, âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ, 
a  0 — âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç. 
Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîëû. 

y

x0

Ðèñ. 5.42 

y

x
Ðèñ. 5.43 

y

a > 0

x

Ðèñ. 5.44 

y

a < 0

x

Ðèñ. 5.45 
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Построение графика квадратичной функции по четырем характеристическим точкам  
(вершина, нули, точка пересечения с осью Oy)

1. Ñòðîèì âåðøèíó ïàðàáîëû (m; n), âû÷èñëèâ m è n ïî ôîðìóëàì: 

m
b
a

= −
2

;  n  am2  bm  c. 

Óêàçûâàåì íàïðàâëåíèå âåòâåé ïàðàáîëû. 
2. Ïðîâîäèì ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëû ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Oy, — îñü 

ñèììåòðèè ïàðàáîëû; x  m. 
3. Íàõîäèì íóëè ôóíêöèè (åñëè îíè åñòü), ðåøèâ óðàâíåíèå ax2  bx  c  0. 

Ñòðîèì íà îñè Ox òî÷êè x
1
 è x

2
 — êîðíè ðåøåííîãî óðàâíåíèÿ. 

4. Íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: (0; c), îòìå÷àåì åå íà îñè Oy. 
5. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íàõîäèì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê. 
6. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ÷åðåç íàéäåííûå òî÷êè. 

П р и м е р  4 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

à) y  x2 – 3x  2;  â) y  –x2  4x;
á) y  –2x2  3x – 1;  ã) y  x2 – 2x  4. 

Ðåøåíèå: 
à) y  x2 – 3x  2 (ðèñ. 5.46).

1. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû: m
b
a

= − = =
2

3

2
1 5, ;  n  (1,5)2 – 3 

 1,5  2  –0,25. Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ (a  1; 1  0). 
2. Îñü ñèììåòðèè — x  1,5. 
3. Íóëè ôóíêöèè — êîðíè óðàâíåíèÿ x2 – 3x  2  0, ò. å. x

1
  1, x

2
  2. 

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: (0; 2). 
á) y  –2x2  3x – 1 (ðèñ. 5.47).

1. Êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû:

m
b
a

= − =
−
−

=
2

3

4

3

4
;  n = − ⋅ ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅ − =2

3

4
3

3

4
1

1

8

2

.  

 Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç. 

2. Îñü ñèììåòðèè — x
3

4
.

3. Íóëè ôóíêöèè — êîðíè óðàâíåíèÿ –2x2  3x – 1  0; x1

1

2
;  x

2
  1. 

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: (0; –1). 
5. Äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè: x  2, y  –3.

y

x1

0,5

1,5

1

2

2

x
1

–1

–2

–3

0,5

2

Ðèñ. 5.46 Ðèñ. 5.47 
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â) y  –x2  4x (ðèñ. 5.48). 

1. Êîîðäèíàòû âåðøèíû: m
b
a

= − =
−
−

=
2

4

2
2;  b 

 –4  8  4. Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç. 
2. Îñü ñèììåòðèè — x  2. 
3. Íóëè ôóíêöèè — êîðíè óðàâíåíèÿ –x2  4x 

 0; x(x – 4)  0; x
1
  0, x

2
  4. 

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: (0; 0). 
ã) y  x2 – 2x  4 (ðèñ. 5.49). 

1. Âåðøèíà ïàðàáîëû: m
b
a

= − = =
2

2

2
1;  n  1 – 2 

 4  3. Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ. 
2. Îñü ñèììåòðèè — x  1. 
3. Íóëåé íåò, ò. ê. óðàâíåíèå x2 – 2x  4 íå èìå-

åò êîðíåé. 
4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: (0; 4). 
5. Äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè: x  3, x  –1, y  7. 

Построение графика квадратичной функции методом  
выделения полного квадрата и параллельным переносом
Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ïðèâåäåíèå ôóíêöèè 

y  ax2  bx  c ê âèäó y  a(x – m)2  n è ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ ãðàôèêà y  ax2 íà m åäèíèöó âäîëü 
îñè Ox íà n åäèíèö ïî îñè Oy. 

П р и м е р  5 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèé: 
à) y  x2 – 6x  8;  â) y  x2 – 2x;
á) y  –x2 – 6x – 10;  ã) y  –2x2  4x. 

Ðåøåíèå: 
à) y  x2 – 6x  8 (ðèñ. 5.50). 

x2 – 6x  8  x2 – 6x  9 – 9  8  (x – 3)2 – 1. 
Ýòî ãðàôèê ôóíêöèè y  x2 (âåðâè íàïðàâëåíû 

ââåðõ), êîòîðûé ïåðåíåñëè âäîëü îñè Ox íà 3 åäè-
íèöû âïðàâî è âäîëü îñè Oy íà 1 åäèíèöó âíèç.

á) y  –x2 – 6x  10 (ðèñ. 5.51). 
–x2 – 6x – 10  –(x2  6x  10) 
 –(x2  6x  9  1)  –(x  3)2 – 1.

Ýòî ãðàôèê ôóíêöèè y  –x2 (âåòâè íàïðàâëå-
íû âíèç), êîòîðûé ïåðåíåñëè íà 3 åäèíèöû âëå-
âî ïî îñè Ox è íà 1 åäèíèöó âíèç ïî îñè Oy. 

â) y  x2 – 2x (ðèñ. 5.52). 
x2 – 2x  x2 – 2x  1 – 1  (x – 1)2 – 1. 
Ïàðàáîëà âèäà y  x2 (âåòâè íàïðàâëåíû 

ââåðõ), ïåðåíîñ → ↓
1

1 .
ã) y  –2x2  4x (ðèñ. 5.53).

 –2x2  4x  –2(x2 – 2x) 
 –2(x2 – 2x  1 – 1)  –2(x – 1)2  2. 

Ïàðàáîëà âèäà y  –2x2 (âåòâè íàïðàâëåíû 

âíèç), ïåðåíîñ → ↑
1

2 .

y

x

1
2
3
4

2 4

Ðèñ. 5.48 

x

y

1–1 2 3

3

6

1

Ðèñ. 5.49 

y

x2

2
3

1

–1
4

Ðèñ. 5.50 

y

x
–1

–1

–2
–3

–3–5

–4

1

Ðèñ. 5.51 

y

x2–1

2
3

1

43

Ðèñ. 5.52 

y

x
2

3

2
3

1

4

Ðèñ. 5.53 
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П р и м е р  6 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: à) y  x2 – 2 ; á) y  x2 – 2 x . 
Ðåøåíèå: 

à) Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y  x2 – 2 (ðèñ. 5.54). 
Ýòî ãðàôèê y  x2 ñ ïåðåíîñîì íà 2 åäèíèöû âíèç 
ïî îñè Oy. Äàëåå ÷àñòü ãðàôèêà âûøå îñè Ox áåç 
èçìåíåíèÿ, íèæå — ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî 
îñè Ox. 

á) Ñòðîèì ãðàôèê y  x2 – 2x (ñì. ïðèìåð 5â). Äàëåå 
÷àñòü ãðàôèêà ïðàâåå îñè Oy — áåç èçìåíåíèÿ, 
è ýòó æå ÷àñòü ñèììåòðè÷íî îòîáðàæàåì îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy (ðèñ. 5.55).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïî ýñêèçó ãðà-
ôèêà y  ax2  bx  c íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíàêè 
êîýôôèöèåíòîâ a, b è c. 

П р и м е р  7 . Ïî ýñêèçó ãðàôèêà y  ax2  bx  c îïðå-
äåëèòü çíàêè a, b è c. 
à) Ïî ýñêèçó âèäíî, ÷òî âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëå-

íû ââåðõ, çíà÷èò, a  0 (ðèñ. 5.56).

Ïî òåîðåìå Âèåòà 
−

= +
b
a

x x1 2.

Ïî ýñêèçó âèäíî, ÷òî x
2
  0, x

1
  0, ïðè÷åì  

x
2
  x

1
. Çíà÷èò, x

1
  x

2
  0. a  0, − <

b
a

0,  çíà-

÷èò, b  0. 
Åñëè x  0, òî y  c. Ïî ýñêèçó âèäíî, ÷òî  

c  0. 
Îòâåò: a  0, b  0, c  0. 
á) Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, a  0. Ïî 

ýñêèçó âèäíî, ÷òî c  0 (ðèñ. 5.57).

Ïî òåîðåìå Âèåòà x x
b
a1 2+ = − .

x
1

 0 è x
2
  0, ò. å. x

1
  x

2
  0, òîãäà 

b
a

0. 

Òàê êàê a  0, òî b  0. 
Îòâåò: a  0, b  0, c  0.
â) a  0, ïîñêîëüêó âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû 

âíèç (ðèñ. 5.58). 
x

1
  0, çíà÷èò, x

1
  x

2
  0, c  0. 

x
2
  0, ïîýòîìó x

1
  x

2
  0. 

Ïî òåîðåìå Âèåòà x x
b
a1 2+ = − ,  

b
a

0.  a  0, 

çíà÷èò, b  0. 
Îòâåò: a  0, b  0, c  0. 
ã) Î÷åâèäíî, ÷òî a  0 (âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû 

ââåðõ), ïî ýñêèçó c  0 (ðèñ. 5.59).
x

1
  –x

2
, çíà÷èò, b  0. 

Îòâåò: a  0, b  0, c  0. 

y

x2

–2

3

2
3

1

Ðèñ. 5.54 

y

x2

1–1

–1
3

2
3

1

Ðèñ. 5.55 

y

c
x

2
3

1

Ðèñ. 5.56 

y

c
x

1

Ðèñ. 5.57 

y

x

Ðèñ. 5.58 

y

c

x

Ðèñ. 5.59 
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5.1.8.  График функции y x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y x,  åå ñâîéñòâà è ãðàôèê (ðèñ. 5.60). 

x 0 0,25 1 4 9

y 0 0,5 1 2 3

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë: D(f)  [0; ). 

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(f)  [0; ). 
3. Ãðàôèê ôóíêöèè — âåòâü ïàðàáîëû. 
4. Ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ðàñïîëîæåí â ïåðâîé ÷åòâåðòè 

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. 
5. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å. [0; ). 

Íà ïðèìåðå ãðàôèêà y x  ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû ïðåîáðàçîâàíèé ãðà-
ôèêà y  f(x). 

Âèä  
ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äåéñòâèå
Ïðåîáðàçîâàíèå 

y x

y  –f(x) Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-
íî îñè Ox

y

x

y  f(–x) Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-
íî îñè Oy

y

x

y  f(x)  n Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ 
âäîëü îñè Oy íà n åäè-
íèö

y

x

y  f(x  m) Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ 
âäîëü îñè Ox íà –m 
åäèíèö

y

x

П р и м е р  1 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

à) y x= − + 1;  á) y x= + 2;  â) y x= + 2;  ã) y x= − − .

y

x1

2
3

1

4 9

Ðèñ. 5.60 
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Èñïîëüçóÿ òàáëèöó, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàôèêè: 
à) y

1

–1 0

2
3

x

á) y

–2 0

2
3

x

â) y

1

10

2
3

x

ã) y
1

–1

–1
x

П р и м е р  2 . Èñïîëüçóÿ ãðàôèê ôóíêöèè y x,  ñðàâíèòü ÷èñëà: 

à) 3 7,  è 5;  á) 5  è 2,5; â) 3  è 2;  ã) 2  è 17.
Ðåøåíèå: 

à) Ôóíêöèÿ y x  — âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòîìó åñëè 5  3,7, òî 5 3 7, .

á) 2 5 6 25, , ;  6,25  5, ïîýòîìó 6 25 5,  è 2 5 5, .

â) Ôóíêöèÿ y x= −  óáûâàþùàÿ, ïîýòîìó åñëè 3  2, òî − < −3 2.

ã) 2 17> − ,  ïîñêîëüêó ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå ëþáîãî îòðèöà-
òåëüíîãî. 

П р и м е р  3 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: 

à) y x2 ;  á) y x= ( )2

;  â) y
x

x
.

Ðåøåíèå: 
à) y x2  (ðèñ. 5.61). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé 

ôóíêöèè — âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; ìíîæå-

ñòâî çíà÷åíèé: y  0. y x x2 .

á) y x= ( )2

 (ðèñ. 5.62). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé 
ôóíêöèè — ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ 
÷èñåë: x  0. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: y  0. 

y x
x x

x
= ( ) =

≥⎧
⎨
⎩

2 0, ,

íå ñóùåñòâóåò, åñëè < 0.

â) y
x

x
 (ðèñ. 5.63). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:  

x  0. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: y  0. y
x

x

x

x
= =

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.0

Òî åñòü ýòî ãðàôèê ôóíêöèè y x  ïðè óñëî-
âèè, ÷òî x  0, ò. å. ñ «âûêîëîòîé» òî÷êîé (0; 0). 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x a2 1+ = .
Ðåøåíèå: 

Åñëè a  0, óðàâíåíèå ðåøåíèÿ íå èìååò. 
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò: x2  1  a; x2  a – 1. 
Åñëè a  1 — ðåøåíèé íåò.
Åñëè a  1 — îäíî ðåøåíèå: x  0. 

Åñëè a  1, x a= ± − 1.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò ïðè a  1; îäíî ðåøåíèå: x  0 ïðè a  1; äâà ðåøåíèÿ: 

x a= ± − 1  ïðè a  1. 

y

x
Ðèñ. 5.61 

y

x
Ðèñ. 5.62 

y

x
Ðèñ. 5.63 
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5.1.9.  График функции y x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y x3 ,  åå ñâîéñòâà è ãðàôèê. 

x –8 –1 0 1 8

y –2 –1 0 1 2

y

x1

2
1

8

Ðèñ. 5.64 

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: x  (– ; ).
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: y  (– ; ). 

3. Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó − = −x x3 3 .
4. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàþùàÿ. 
5. Ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (0; 0). 
6. f(x)  0 ïðè x  0 è f(x)  0 ïðè x  0. 
7. Íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé íåò. 

П р и м е р  1 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

à) y x= −3 ;  á) y x= − 13 ;  â) y x= −3 1;  ã) y x= − + +2 23 .
Ðåøåíèå: 

à) Ãðàôèê y x= −3  ïîëó÷èì ïóòåì îòîáðàæåíèÿ ãðàôèêà y x3  ñèììåòðè÷íî 
îòíîñèòåëüíî îñè Ox (ðèñ. 5.65).

á) Ãðàôèê ôóíêöèè y x= − 13  ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà 
âäîëü îñè Ox íà 1 åäèíèöó âïðàâî (ðèñ. 5.66).

â) Ãðàôèê ôóíêöèè y x= −3 1  ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà 
âäîëü îñè Oy íà 1 åäèíèöó âíèç (ðèñ. 5.67).

ã) Ãðàôèê ôóíêöèè y x= − + +2 23  ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà 

ãðàôèêà y x= −3  âäîëü îñè Ox íà 2 åäèíèöû âëåâî è âäîëü îñè Oy íà 2 åäè-
íèöû ââåðõ (ðèñ. 5.68).

y

x1

2
1 8

y

x
1 2

2
1

8

Ðèñ. 5.65 Ðèñ. 5.66 
y

x
1

–2

1–1

8

y

x1

2
1

3

–2

Ðèñ. 5.67 Ðèñ. 5.68 
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П р и м е р  2 . Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèå: x x3 2= − + .
Ðåøåíèå: 

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y x3  è y  –x  2 
â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Àáñöèññà òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ — êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ 
(ðèñ. 5.69).
Îòâåò: 1. 

5.1.10. График функции y  x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y  x , åå ñâîéñòâà è ãðàôèê (ðèñ. 5.70).

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ: x
x x

x x
=

≥
−

⎧
⎨
⎩

, åñëè 0,

, åñëè < 0.
 

Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè y  x : 

y
x x

x x
=

≥
−

⎧
⎨
⎩

, åñëè 0,

, åñëè < 0.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë: D(f)  R. 
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé — ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðè-

öàòåëüíûõ ÷èñåë: y  0. 
3. Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó –x   x . 
4. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà x  (– ; 0], âîçðàñòàåò íà x  [0; ). 
5. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y  0 ïðè x  0. Íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íåò. 

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ñ ìîäóëÿìè âèäà y  f(x)  è y  f( x ). 

Âèä ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

Äåéñòâèå Ïðèìåð

y  f(x)

Ãðàôèê y  f(x)  ïîëó÷àåì èç ãðà-
ôèêà y  f(x): ÷àñòü ãðàôèêà âûøå 
îñè Ox îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèÿ, 
à ÷àñòü ãðàôèêà íèæå Ox îòîáðàæà-
åì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè 
Ox 

y

x

y  f( x )

Ãðàôèê ôóíêöèè y  f( x ) ïîëó÷àåì 
èç ãðàôèêà y  f(x): ÷àñòü ãðàôèêà 
ïðàâåå îñè Oy îñòàâëÿåì áåç èçìåíå-
íèÿ, äàëåå ýòó æå ÷àñòü îòîáðàæàåì 
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy 

y

x

П р и м е р  1 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: à) y  2x – 3 ; á) y  2 x  – 3. 
Ïîñòðîèì ãðàôèê y  2x – 3. 

x 0 1,5

y –3 0

y

x1

2
3

1

Ðèñ. 5.69 

y

1

1–1 x

Ðèñ. 5.70 
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à) y  2x – 3 . ×àñòü ãðàôèêà âûøå îñè Ox îñòàâèì 
áåç èçìåíåíèÿ, íèæå îòîáðàçèì ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî îñè Ox (ðèñ. 5.71, à).

á) y  2 x  – 3. ×àñòü ãðàôèêà ïðàâåå îñè Oy îñòàâèì 
áåç èçìåíåíèÿ, ëåâåå — ýòà æå ÷àñòü ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy (ðèñ. 5.71, á).

П р и м е р  2 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: 
y  – x2 – x  – 6 .

Ðåøåíèå: 
Ïëàí ïîñòðîåíèÿ: 

1. Ñòðîèì ïàðàáîëó y  x2 – x – 6. Âåðøèíà ïàðàáî-

ëû: m
b
a

= − =
2

1

2
;  n = − − =

1

4

1

2
6 6 25, .  

Íóëè: x
1
  –2, x

2
  3. 

2. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y  x2– x  – 6. 
3. Îòîáðàæàåì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî Ox è ïî-

ëó÷èì y  x2 – x  – 6 . 
4. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî Ox: îòîáðàçèì ñèììå-

òðè÷íî ãðàôèê y  x2 – x  – 6  â íèæíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî Ox. Ïîëó÷èì ãðàôèê 
ôóíêöèè y  – x2 – x  – 6  (ðèñ. 5.72).

П р и м е р  3 . Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

à) y
x
x

;  á) y x
x
x

= + ;  â) y
x
x

=
− −

+
3

3
.

Ðåøåíèå: 

à) y
x
x

x
x

x

x
x

x
= =

= >

−
= − <

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

1

, åñëè 0,

, åñëè 0;

 x  0 (ðèñ. 5.73).

á) y x
x
x

x
x
x

x x

x
x
x

x x
= + =

+ = + >

− = − <

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

1

, åñëè 0,

, åñëè 0;

 x  0 (ðèñ. 5.74).

â) y
x
x

x
x

x

x
x

x
=

− −
+

=

− −
+

= − > −

− −
− −

= < −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

3

3

3

3
1

3

3
1 3

, ïðè 3,

, ïðè ;

 x  –3 (ðèñ. 5.75).

y

1

–1

x

y

1

–1

x

y

1

–3

–1

x

Ðèñ. 5.73 Ðèñ. 5.74 Ðèñ. 5.75 

y

1

1,5

–3

x

à
y

1,5–1,5

–3

x

á

Ðèñ. 5.71 

y

x
–1

–6

3–3 1

Ðèñ. 5.72 
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Построение графиков с модулями методом интервалов

П р и м е р  4 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y  x – 1   x  2 . 

Ðåøåíèå: 
à) Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè ÷èñëàìè x

1
  1 è x

2
  –2 (íóëè 

ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé, ò. å. ÷èñëà, ãäå ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê): 
x – 1  0 x – 1  0 x – 1  0
x  2  0 x  2  0 x  2  0

y  x – 2   x  2
á) Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ïîäìîäóëüíîå âûðàæå-

íèå ñîõðàíÿåò çíàê: 
x  –2; x – 2  0 è x  2  0,  
òîãäà x – 1  x  2   –x  1 – x – 2  –2x – 1. 

y  –2x – 1

x –3 –4

y 5 7

 x  1; x – 1  0; x  2  0.  
–x  1  x  2  3; y  3. 
x  1; x – 1  0; x  2  0; x – 1  x  2  2x  1; y  2x  1. 

y  2x  1

x 2 3

y 5 7

Çíà÷èò, íà ïðîìåæóòêå x  –2 ñòðîèì ãðàôèê y  –2x – 1, ïðè –2  x  1 ãðà-
ôèê y  3, x  1, ãðàôèê y  2x  1. 

Ãðàôèê y  x – 1   x  2  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç ëó÷åé 
è îòðåçêîâ, óêàçàííûõ ãðàôèêîâ (ðèñ. 5.76).

5.1.11. Использование графиков функций для решения уравнений и  систем

Ãðàôèêè ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ñèñòåì óðàâíåíèé 
ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì. 

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íîå èëè ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå êîðíåé, à òàêæå îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñêîëüêî êîðíåé èìååò 
óðàâíåíèå. 

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ «äåëèì» óðàâíåíèå íà äâå ÷àñòè, ââîäèì äâå ôóíê-
öèè, ñòðîèì èõ ãðàôèêè, íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ. 
Àáñöèññû ýòèõ òî÷åê è åñòü êîðíè óðàâíåíèÿ. 

П р и м е р  1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x3  2x – 3  0. 
Ðåøåíèå: 

«Ðàçäåëèì» óðàâíåíèå íà äâå ÷àñòè: 
x3  –2x  3. 

Ââåäåì ôóíêöèè: y  x3 è y  –2x  3. Ïîñòðîèì 
ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé, îíè ïåðåñåêëèñü â òî÷êå 
ñ àáñöèññîé 1 (ðèñ. 5.77).
Îòâåò: 1. 

y

3

1 2–2

5

x

Ðèñ. 5.76 

y

x
1,5

2
3

1

Ðèñ. 5.77 
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П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x x3 10 0+ − = .
Ðåøåíèå: 

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå: x x3 10= − .

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y x3  è y  10 – x. 

x 5 8

y 5 2

Ãðàôèêè ïåðåñåêëèñü â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé 8 
(ðèñ. 5.78).
Îòâåò: 8. 

Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ óäîáíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ ïîä 
çíàêîì ìîäóëÿ. 

П р и м е р  3 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: x – 1  – 1   1. 
Ðåøåíèå: 

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y  x – 1  – 1  è y  1 
(ðèñ. 5.79).

×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê y  x – 1  – 1 , ïîñòðî-
èì ïîñëåäîâàòåëüíî: 
à) y  x – 1; 
á) y  x – 1 ; 
â) y  x – 1  – 1 (ïåðåíîñ 1); 
ã) y  x – 1  – 1 . 

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: –1; 1 è 3. 
Îòâåò: –1; 1; 3. 

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè ÷àñòî íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ 
î êîëè÷åñòâå êîðíåé óðàâíåíèÿ. Ýòî óäîáíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà. 

П р и м е р  4 . Íàéòè ñóììó öåëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå  
x2 – 2x – 3   a èìååò ÷åòûðå êîðíÿ. 

Ðåøåíèå: 
à) Ïîñòðîèì ïàðàáîëó y  x2 – 2x – 3. Âåòâè ïàðàáî-

ëû íàïðàâëåíû ââåðõ, âåðøèíà m
b
a

= − = =
2

2

2
1;  

n  1 – 2 – 3  –4. Íóëè: x
1
  –1, x

2
  3. 

á) Ãðàôèê y  x2 – 2x – 3  ïîëó÷èì, åñëè ÷àñòü 
ïàðàáîëû âûøå îñè Ox îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ, 
íèæå îñè îòîáðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 
îñè Ox. 

â) Ãðàôèê ôóíêöèè y  a — ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ 
îñè àáñöèññ. Ãðàôèêè èìåþò ÷åòûðå îáùèå òî÷-
êè (à óðàâíåíèå — ÷åòûðå êîðíÿ), åñëè 0  a  4 (ðèñ. 5.80). Öåëûå çíà÷åíèÿ 
ýòîãî èíòåðâàëà — 1; 2 è 3. Íàõîäèì èõ ñóììó: 1  2  3  6. 

Îòâåò: 6. 

Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ ôóíêöèé ðåøàþòñÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ðåøåíèå ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé óæå ðàññìàòðèâàëîñü. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì. 

y

x1

2
3
4

1

8 10

Ðèñ. 5.78 

y

–1 1 2 3 x

Ðèñ. 5.79 

y

3

4

–1 1 x

Ðèñ. 5.80 
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Графический способ решения систем уравнений
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì:

1. Âûðàçèòü â êàæäîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîå y ÷åðåç x. 
2. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. 
3. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ (åñëè îíè ïåðå-

ñåêàþòñÿ). Ïîëó÷åííûå òî÷êè è åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû. 

П р и м е р  5 . Èçîáðàçèòü ñõåìàòè÷íî ãðàôèêè ôóíêöèé, îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû: 

à) 
y x

y x

= +

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

1

2
3

,

;
 á) 

x y

y x

2 2

2

25

8

+ =

= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 â) 

xy

y x

= −
=

⎧
⎨
⎩

8

4

,

.

Ðåøåíèå: 

à) 
y x

y x

= +

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

1

2
3

,

.
 y  x2  1 — ïàðàáîëà, âåòâè íàïðàâ-

ëåíû ââåðõ, ïîëó÷åíà èç ãðàôèêà ôóíêöèè y  x2 
ïåðåíîñîì íà åäèíèöó ââåðõ âäîëü îñè Oy. 

y x= +
1

2
3  — ïðÿìàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ãðà-

ôèêà ôóíêöèè y x
1

2
 ïåðåíîñîì íà 3 åäèíèöû 

ââåðõ âäîëü îñè Oy. 
Ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ (ðèñ. 5.81).

á) 
x y

y x

2 2

2

25

8

+ =

= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
 x2  y2  25 — îêðóæíîñòü ñ öåí-

òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 5. 
y  –x2  8 — ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç, ïîëó÷åíà 

èç ãðàôèêà y  –x2 ïåðåíîñîì ââåðõ ïî îñè Oy íà 
8 åäèíèö. 

Ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ (ðèñ. 5.82). 

â) 
xy

y x

= −
=

⎧
⎨
⎩

8

4

,

.
 Ïåðåïèøåì xy  –8 â âèäå y

x
= −

8
.  

Ýòî ãèïåðáîëà, âåòâè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âî II 
è IV êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. 

y  4x — ãðàôèê ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè, ðàñïîëîæåí â I è III ÷åòâåðòÿõ. Ãðàôèêè 
äàííûõ ôóíêöèé íå ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 5.83). 

Îòâåò: à) 2; á) 4; â) ðåøåíèé íåò. 

П р и м е р  6 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
y x

y x

= − +
= +

⎧
⎨
⎩

2 4

3 4

,

.
Ðåøåíèå: 

Ïîñòðîèì ãðàôèêè äàííûõ ôóíêöèé. 
y  –x2  4 ïîëó÷àåì èç ãðàôèêà y  –x2 ïåðåíî-

ñîì âäîëü îñè Oy íà 4 åäèíèöû ââåðõ. 

y

x
1

2
3

4

Ðèñ. 5.81 

y

x

1
2
3
4

–5 5

6

8

Ðèñ. 5.82 

y

x

III

IVIII

Ðèñ. 5.83 
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y  3x  4; 

x 0 –1

y 4 4

Ãðàôèêè ïåðåñåêëèñü â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè 
(–3; –5) è (0; 4) (ðèñ. 5.84).
Îòâåò: (–3; –5); (0; 4). 

Решение систем уравнений с параметром

П р и м е р  7 . Óêàçàòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a: 

y

x x

x x

x x

y a

=
− − ≤ ≤

− >
− − < −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

2 2 2

3 10 2

3 10 2

, ,

, ,

, ;

.

Ðåøåíèå: 

y

x x

x x

x x

=
− − ≤ ≤

− >
− − < −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2 2 2

3 10 2

3 10 2

, ,

, ,

, .

 Ýòî ãðàôèê, çàäàííûé êó-

ñî÷íî. Íà ïðîìåæóòêå –2  x  2 ïàðàáîëà y  –x2. 
Ïðè x  2 y  3x – 10: 

x 3 4

y –1 2

Ïðè x  –2 y  –3x – 10: 

x –3 –4

y –1 2

Ïðÿìàÿ y  a ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ. 
Ïî ðèñ. 5.85 âèäíî, ÷òî ïðè a  –4 ãðàôèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè a  –4 äâå 

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ; –4  a  0 — ÷åòûðå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, a  0 — òðè òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ è a  0 — äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. 
Îòâåò: à) ðåøåíèé íåò ïðè a  –4; á) äâà ðåøåíèÿ ïðè a  –4 è a  0; â) ÷åòûðå 

ðåøåíèÿ ïðè –4  a  0; ã) òðè ðåøåíèÿ ïðè a  0. 

y

x

1

–1

2
3

4

–3

–5

3

Ðèñ. 5.84 

y

–2

–4

–1

1 2
xy a=

y a=

y a=

Ðèñ. 5.85 
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Тренировочные тестовые задания к разделу 5

1. Ãðàôèê êàêîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå ôóíêöèé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå? 

1

1

y

x0 2 3 4 5

1) y x= +
1

4
2  2) y x= −

1

4
2  3) y x= − +

1

4
2  4) y x= − −

1

4
2

2. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ìåíÿëàñü òåìïåðàòó-
ðà âîçäóõà ñ 3 ÷àñîâ äî 18 ÷àñîâ. Ïî ãîðèçîíòàëè 
óêàçàíî âðåìÿ ñóòîê, ïî âåðòèêàëè — çíà÷åíèå 
òåìïåðàòóðû â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ. Ñêîëüêî ÷àñîâ 
òåìïåðàòóðà ïðåâûøàëà 11 Ñ? 
1) 3 3) 9
2) 6 4) 15

3. Â êàêîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè íàõîäèòñÿ òî÷êà 
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y  –2x – 5 è y  x  9? 
1) â I ÷åòâåðòè 3) â III ÷åòâåðòè
2) âî II ÷åòâåðòè 4) â IV ÷åòâåðòè

4. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé è ôîðìóëàìè, êîòîðûå èõ 
çàäàþò. 
À. 

1

1

2

3
2

3 x

y  Á. 

1–1
–2
–3

1

2

2

3 x

y  Â. y

x
–1
–2

2

1 2 3 4

1) y  |x| 2) y  x2  1 3) y
x

= −
2

 4) y  x  1

Îòâåò: À Á Â

5. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè y  f(x). Êàêèå èç ñëåäó-
þùèõ óòâåðæäåíèé î äàííîé ôóíêöèè âåðíû? 

1

–3

–2 1

2

2

3 x

y

1) f(–5) < f(1)
2) Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [1; ). 
3) Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî –3. 

3

8

9

10

11

12

13

14

T, °C

t, ÷àñ0 6 9 12 15 18
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6. Êàêàÿ èç äàííûõ ïðÿìûõ íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïàðàáîëîé y  x2  11x  25? 
1) õ  –1 2) y  x 3) y  4x – 3 4) y  –5x  3

7. Óêàæèòå íå÷åòíóþ ôóíêöèþ. 

1) y  x2  3 2) y
x

= −
+2 2

4
 3) y x= + 1  4) y  x3  2x

8. Êàêàÿ èç äàííûõ ïðÿìûõ èìååò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó ñ îêðóæíîñòüþ x2  y2  10? 
1) y  x  2 2) y  –3x  18 3) y  2x – 3 4) y  3x – 10

9. Êàêîé èç èçîáðàæåííûõ ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y  –|x  2|?
1) 

1

–1–2
–2
–1

–3

1 2

2

3

x

y  2) 

1–1–2

–2
–1

–3

1 2

2

3
x

y  3) 

1

–1–2
–2
–3

1 2

2

3
x

y  4) 

1–1

–2
–2
–3

1 2

2

3
x

y

10. Ïî âèäó ãðàôèêà y  ax2  bx  c îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöèåíòîâ a, b è c. Âû-
áåðèòå ïðàâèëüíîå óòâåðæäåíèå. 

x

y

1) 

a

b

c

<
>
<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

0

0

,

,  2) 

a

b

c

<
<
<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

0

0

,

,  3) 

a

b

c

<
<
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

0

0

,

,  4) 

a

b

c

>
<
<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

0

0

,

,

11. Óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y x= + 3.
Îòâåò: ________________.

12. Íàéäèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè y  x2  x  1, åñëè àáñöèññà ðàâíà –1. 
Îòâåò: ________________.

13. Ñêîëüêî íóëåé èìååò ôóíêöèÿ y  x2 – 2x?
Îòâåò: ________________.

14. Ïðè êàêèõ x ôóíêöèÿ y  2x – 4 ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ? 
Îòâåò: ________________.

15. Óêàæèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y  –x2  8. 
Îòâåò: ________________.

16. Óêàæèòå ïðîìåæóòîê óáûâàíèÿ ôóíêöèè y  x2 – 2x  3. 
Îòâåò: ________________.

17. Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y  2x  1, íàéäèòå òî÷êó ýòîãî ãðà-
ôèêà, â êîòîðîé àáñöèññà â òðè ðàçà ìåíüøå îðäèíàòû. 
Îòâåò: ________________.

18. Èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y  kx  b ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A(1; –1) è ïàðàë-
ëåëåí ãðàôèêó ôóíêöèè y  2x  7. Íàéäèòå b. 
Îòâåò: ________________.
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6.  Координаты на прямой и  плоскости
З н а т ь :   

Ум е т ь :  

-

6.1.  Координатная прямая

6.1.1.  Изображение чисел точками координатной прямой

Êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé çàäàíû íà÷àëî îòñ÷åòà 
(òî÷êà O), ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå è åäèíè÷íûé îòðåçîê (ðèñ. 6.1). 

0

B C DAE

–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 76
Ðèñ. 6.1

×èñëî, ïîêàçûâàþùåå ïîëîæåíèå òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, íàçûâàþò 
êîîðäèíàòîé ýòîé òî÷êè. 

Íàïðèìåð, A(–2); B(0); C(3); D(6); E(–5). 
Ïðèìåðû êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé — òåðìîìåòð, «ëèíèÿ âðåìåíè» íà óðîêàõ 

èñòîðèè. 
×èñëà, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïðàâåå íà÷àëà îòñ÷åòà, íàçûâàþò ïîëîæèòåëü-

íûìè, à ëåâåå — îòðèöàòåëüíûìè. 
Âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è íóëü íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíûìè, ïèøóò: 

a  0; 3  0; 0  0. 
Âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è íóëü íàçûâàþò íåïîëîæèòåëüíûìè, ïèøóò: 

a  0; –7  0; 0  0. 

0–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 76
Ðèñ. 6.2

×èñëà, êîòîðûå ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ, íî íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿ-
íèè, íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûìè. Íàïðèìåð, 5 è –5; 3 è –3; –2 è 2; 1,5 è –1,5. 

×èñëî íóëü ñ÷èòàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñàìîìó ñåáå. 
Âûðàæåíèå –a îçíà÷àåò, ÷òî çàïèñàíî ÷èñëî, ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëó a:

–(–a)  a, ò. å. –(–12)  12.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâåííîå åìó ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî. 
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П р и м е р  1 . Çàïèñàòü êîîðäèíàòû òî÷åê A, B, C, D, E, F, M, K, èçîáðàæåííûõ íà 
ðèñ. 6.3. 

0–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 7 86

D K C A M B E F

Ðèñ. 6.3
Îòâåò: A(–1); B(3); C(–3,5); D(–6,5); E(6,25); F(7,75); M(0,75); K(–4,25). 
П р и м е р  2 . Íà÷åðòèòü êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ, âçÿâ çà åäèíè÷íûé îòðåçîê øåñòü 

êëåòî÷åê òåòðàäè, îáîçíà÷èòü òî÷êè: A(1); B(–1); C(–0,5); D
2

3

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  E −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

1

6
;  

F 2
1

3

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟;  M −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

2

3
;  P −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟2

1

6
;  R −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

3
.

Ðåøåíèå: 
Åñëè åäèíèöà â äàííîé çàäà÷å — øåñòü êëåòî÷åê, òî òî÷êà C(–0,5) áóäåò ðàñ-

ïîëîæåíà: 6  (–0,5)  –3, ò. å. íà òðè êëåòî÷êè ëåâåå íóëÿ. 

0–2 –1 1 2 3

P M EB CR D A F

Ðèñ. 6.4

Ïîëîæåíèå òî÷êè D ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî: 6
2

3
4⋅ =  êëåòî÷êè âïðàâî îò íóëÿ. 

Òî÷êà E ðàñïîëîæåíà ëåâåå ÷èñëà –1 íà: 6
1

6
1⋅ =  êëåòî÷êó. 

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ðàñïîëîæåíèå òî÷åê F, M, P è R. 
П р и м е р  3 . Äëèíà åäèíè÷íîãî îòðåçêà 5 ñì. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè: 
à) A(1) è B(7); á) C(–3) è D(–1); â) M(–6) è N(2)? 

Ðåøåíèå: 
à) AB  (7 – 1)  5 ñì  6  5  30 (ñì); 
á) CD  (–1 – (–3))  5  (–1  3)  5  2  5  10 (ñì);
â) MN  (2 – (–6))  5  (2  6)  5  40 (ñì). 
П р и м е р  4 . Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé îáîçíà÷èëè ÷èñëà –8 è 12 (ðèñ. 6.5). Êàêàÿ 
èç òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì îòñ÷åòà? Çàïèñàòü êîîðäèíàòû òî÷åê A, B, C, D. 

–8 12

A B C D

Ðèñ. 6.5
Ðåøåíèå: 

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé –8 äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé –12 ñîñòàâëÿåò 
5 îòðåçêîâ èëè: 12 – (–8)  20 åäèíèö. Çíà÷èò, êàæäûé îòðåçîê ñîäåðæèò: 20 : 5 
 4 åäèíè÷íûõ îòðåçêà. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê: A(–4); B(0); C(4); D(8). Íà÷àëî 

îòñ÷åòà — òî÷êà B. 
П р и м е р  5 . Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè C (ðèñ. 6.6). 

3 5

C A B

Ðèñ. 6.6
Ðåøåíèå: 

Äëèíà AB  5 – 3  2 åäèíè÷íûõ îòðåçêà. Ìåæäó C è B 6 îòðåçêîâ âåëè÷èíîé 
AB, ò. å. 12 åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ. Êîîðäèíàòû òî÷êè C: 5 – 12  –7. 
Îòâåò: C(–7). 
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П р и м е р  6 . Êàêîå èç ÷èñåë îòìå÷åíî íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé òî÷êîé A (ðèñ. 6.7)? 

1) 2;  2) 8;   3) 11;  4) 14.

10 2 3 4 5 6

A

Ðèñ. 6.7
Ðåøåíèå: 

1) 1 2 4,  ò. å. 1 2 2;

2) 4 8 9,  ò. å. 2 8 3;

3) 9 11 16,  ò. å. 3 11 4,  ò. å. èìåííî çäåñü îòìå÷åíà òî÷êà A. 

Îòâåò: 3) A 11( ).
П р и м е р  7 . Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé îòìå÷åíà òî÷êà a (ðèñ. 6.8). 

0 1

a

Ðèñ. 6.8
Êàêîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ âåðíûì? 
1) a  2  0;  3) 5  a  0;
2) 8 – a  0;  4) a  7  0. 
Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî ÷èñëî a ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó –4  a  –3, òîãäà: 
1) –4  2  a  2  –3  2; –2  a  2  –1, ò. å. a  2  –1, à íå a  2  1. Íåâåðíî. 
2) 8 – a  0. Íåâåðíî, ò. ê. 8 – a  0, ïîñêîëüêó a  0. 
3) 5  a  0. Âåðíî, ïîñêîëüêó a  –4, ò. å. a  5  1. 
4) a  7  0. Íåâåðíî, a  –4, òîãäà a  7  3. 
Îòâåò: 3) 5  a  0. 

6.1.2.  Геометрический смысл модуля

Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàþò ðàññòîÿíèå (â åäèíè÷íûõ îòðåçêàõ) îò íà÷àëà êî-
îðäèíàò äî òî÷êè A(a) (ðèñ. 6.9).

0–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 76

A B

Ðèñ. 6.9
Ìîäóëü ÷èñëà a îáîçíà÷àþò a . Ìîäóëü ÷èñëà 5 ðàâåí 5, ïîñêîëüêó B(5) óäà-

ëåíà îò íà÷àëà îòñ÷åòà íà 5 åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ. Ìîäóëü ÷èñëà –5 òîæå ðàâåí 
5, ïîñêîëüêó óäàëåí îò íà÷àëà îòñ÷åòà íà 5 åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ. 

Ìîäóëè ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðàâíû: 
3   –3 ; –2,1   2,1 ; 100,5   –100,5

Ïîñêîëüêó ìîäóëü ÷èñëà — ýòî ðàññòîÿíèå, îí íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëü-
íûì. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà è íóëÿ ìîäóëü ðàâåí ñàìîìó ÷èñëó, à äëÿ îò-
ðèöàòåëüíîãî — ïðîòèâîïîëîæíîìó ÷èñëó: 

a
a a

a a
=

≥
− <

⎧
⎨
⎩

, ,

,

åñëè

åñëè

0

0

П р и м е р  1 . Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 
à) –3,7  – –3,5   3,7 – 3,5  0,2; 
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á) –2,14   5   2,14  5  10,7; 

â) − − = − = − = − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −1

20

21
3

1

7
1

20

21
3

1

7
1

20

21
3

3

21
2

24

21
1

20

21
1

4

21
.

П р и м е р  2 . Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
à) x   3,7; x

1
  3,7; x

2
  –3,7; 

á) x   –1,5; ðåøåíèé íåò; 
â) x   0; x  0. 
П р и м е р  3 . Îáîçíà÷èòü íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé öåëûå çíà÷åíèÿ x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå íåðàâåíñòâó: 

1) x   5. Îòâåò: 0–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 76

2) 3,2  x   5,7. Îòâåò: 0–2–3–4–5–6–7 –1 1 2 3 4 5 76
П р и м е р  4 . Óêàçàòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ: 
à) x   5,7; á) 2,3 – x . 

Ðåøåíèå: 
à) x   0. Íàèìåíüøåå åãî çíà÷åíèå x   0, ïîýòîìó âûðàæåíèå ïðèíèìàåò íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå 5,7; íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íåò. 
á) Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó x  0, âûðàæåíèå èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 2,3, 

à íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íåò. 
П р и м е р  5 . Çàïèñàòü âûðàæåíèå x2 – x  áåç çíàêà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. 

Ðåøåíèå: 

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ: x x
x x x x

x x x x
2

2 2

2 2

0

0
− =

− − ≥

− + − <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, åñëè ,

, åñëè .

Ðåøèì íåðàâåíñòâî: x2 – x  0; x(x – 1)  0; x  (– ; 0]  [1; ) 
0 1

+ – +

Îòâåò: x x
x x x

x x x
2

2

2

0 1

0 1
− =

− ∈ −∞ ∪ + ∞

− + ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, åñëè ,

, åñëè

( ; ] [ ; )

( ; ).

6.1.3.  Числовые промежутки  интервал, отрезок, луч

×èñëîâûå îòðåçêè, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû è ëó÷è íàçûâàþò ÷èñëîâûìè 
ïðîìåæóòêàìè. 

Îáîçíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ è èõ íàçâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. 

Íàçâàíèå ÷èñ-
ëîâîãî ïðîìå-

æóòêà

Èçîáðàæå-
íèå íà êî-
îðäèíàòíîé 

ïðÿìîé

Îáî-
çíà÷å-
íèå

Çàïèñü 
â âèäå íå-
ðàâåíñòâà

×èòàåòñÿ

Èíòåðâàë
a b

(a; b) a  x  b Èíòåðâàë îò a äî b

×èñëîâîé  
îòðåçîê a b

[a; b] a  x  b Îòðåçîê îò a äî b

Ïîëóèíòåðâàë
a b

(a; b] a  x  b Ïîëóèíòåðâàë îò a 
äî b, âêëþ÷àÿ b
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Íàçâàíèå ÷èñ-
ëîâîãî ïðîìå-

æóòêà

Èçîáðàæå-
íèå íà êî-
îðäèíàòíîé 

ïðÿìîé

Îáî-
çíà÷å-
íèå

Çàïèñü 
â âèäå íå-
ðàâåíñòâà

×èòàåòñÿ

Ïîëóèíòåðâàë
a b

[a; b) a  x  b Ïîëóèíòåðâàë îò a 
äî b, âêëþ÷àÿ a

×èñëîâîé ëó÷

a

[a; ) x  a ×èñëîâîé ëó÷ îò a 
äî ïëþñ áåñêîíå÷-
íîñòè

×èñëîâîé ëó÷

a

(– ; a] x  a ×èñëîâîé ëó÷ îò 
ìèíóñ áåñêîíå÷íî-
ñòè äî a

Îòêðûòûé 
÷èñëîâîé ëó÷ a

(a; ) x  a Îòêðûòûé ÷èñëîâîé 
ëó÷ îò a äî ïëþñ 
áåñêîíå÷íîñòè

Îòêðûòûé 
÷èñëîâîé ëó÷ a

(– ; a) x  a Îòêðûòûé ÷èñëîâîé 
ëó÷ îò ìèíóñ áåñêî-
íå÷íîñòè äî a

×èñëîâàÿ  
ïðÿìàÿ

(– ; ) x — ëþáîå 
÷èñëî

×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïðèìåðû ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ÷èñëîâûõ 
ïðîìåæóòêîâ, ðàññìîòðèì ïîíÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.

Ïîä ìíîæåñòâîì â ìàòåìàòèêå ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ ïðåäìåòîâ, îáú-
åêòîâ, ÷èñåë, îáúåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì îáùèì äëÿ íèõ ïðèçíàêîì. 

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ îäíîé øêîëû, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. 
Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè óêàçàíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî, êîòîðîå 

èìåþò âñå ýëåìåíòû, à äðóãèå îáúåêòû íå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. 
Íàïðèìåð, çàïèñü A  {x: –3  x  7} îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç 

âñåõ ÷èñåë x, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó –3  x  7. 
Ìíîæåñòâî, èìåþùåå îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷-

íûì. Åñëè ìíîæåñòâî èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, òî îíî íàçûâà-
åòñÿ áåñêîíå÷íûì. 

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
êîíå÷íî, à ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî. 

Ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàþò ïóñòûì è îáîçíà÷àþò . 
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 

x
x

+
−

=
2

4
0

2
 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. 

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ 
â ìíîæåñòâå B, òî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B. 

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë.

Ïèøóò: A  B; N  Z. 
Íàãëÿäíî ìíîæåñòâà èçîáðàæàþò ñ ïîìîùüþ äè-

àãðàìì Ýéëåðà (ðèñ. 6.10—6.12). 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

A B

Ðèñ. 6.10 
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Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâà A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå îáùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ 
A è B, è òîëüêî èõ (ðèñ. 6.11). 

Íàïðèìåð, åñëè A  {3, 4, 7, 9, 10}, B  {4, 5, 7, 8}, 
òî A  B  {4, 7}. 

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâà A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ-
ñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç äâóõ ìíîæåñòâ A è B, è òîëü-
êî èõ (ðèñ. 6.12).

Íàïðèìåð, A  {3, 4, 7, 9, 10}, B  {4, 5, 7, 8}, òî 
A  B  {3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}. 

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðîìåæóòêîâ.

П р и м е р  1 . Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

x

x x

2

2

4 0

0

− <

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

( )( ) ,

( ) .

x x

x x

− + <
− ≥

⎧
⎨
⎩

2 2 0

1 0
 

0

+ – +

1

–2

+ – +

2

Îáùåå ðåøåíèå — ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ: 

0–2 1 2

Îòâåò: (–2; 0]  [1; 2). 
П р и м е р  2 . Ðåøèòü ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ: 

1 3 2 4

3 4 5 1

< − ≤
− < + <

⎡

⎣
⎢

x

x

,

;
 

3 3 6

8 4 4

< ≤
− < < −

⎡

⎣
⎢

x

x

,

;
 

1 2

2 1

< ≤
− < < −

⎡

⎣
⎢

x

x

,

.
 –2 1 2

Ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç íåðàâåíñòâ, ò. å. îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ ðåøåíèé 
íåðàâåíñòâ. 
Îòâåò: (–2; –1)  (1; 2]. 

П р и м е р  3 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
2 5

4 1
1

x
x

+
+

> .

Ðåøåíèå: 
Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ: 

2 1

4 1
1

2 1

4 1
1

x
x
x
x

+
+

>

+
+

< −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

 

2 1

4 1
1 0

2 1

4 1
1 0

x
x
x
x

+
+

− >

+
+

+ <

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

 

2 1 4 1

4 1
0

2 1 4 1

4 1
0

x x
x

x x
x

+ − −
+

>

+ + +
+

<

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

 

−
+

>

+
+

<

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

2

4 1
0

6 2

4 1
0

x
x
x
x

,

;

 

x

x

x

x

+
<

+

+
<

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

1

4

0

1

3
1

4

0

,

;

 

0

A BC

A ∩ B
Ðèñ. 6.11 

C

A

A ∪ B

B

Ðèñ. 6.12 
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Ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ áóäåò îáúåäèíåíèå ýòèõ ïðîìåæóòêîâ: 

0

Îòâåò: − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∪ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

3

1

4

1

4
0; ; .

6.2.  Декартовы координаты на плоскости

6.2.1.  Декартовы координаты на плоскости. Координаты точки

Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó O âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå 
x è y — îñè êîîðäèíàò. x — îñü àáñöèññ; y — îñü îðäèíàò; òî÷êà O — íà÷àëî 
êîîðäèíàò (ðèñ. 6.13). 

0
–2

2

–2

–3

3

–3

–4

4

–4

–5

5

–5

–6

6
B

E

A

N

D

M

C

K

–6

–7

7

–7

–1

1

–1
1 2

3

4 5 76

I
(+; +)

II
(–; +)

IV
(+; –)

III
(–; –)

Ðèñ. 6.13
Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïàðó ÷èñåë — àáñöèññó x è îðäè-

íàòó y. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè òî÷åê. 
Íà ðèñ. 6.13 èçîáðàæåíû òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè: A(4; 1); B(–3; 6); C(–7; –3); 

D(3; –4); K(–2; 0); E(0; 3); N(7; 0); M(0; –6). 
Îñè êîîðäèíàò ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå ÷åòâåðòè: I, II, III è IV. Â ïðå-

äåëàõ îäíîé ÷åòâåðòè çíàêè x è y ñîõðàíÿþòñÿ. 
Åñëè òî÷êà ëåæèò íà îñè x, òî åå îðäèíàòà ðàâíà íóëþ, åñëè òî÷êà ëåæèò 

íà îñè y, òî åå àáñöèññà ðàâíà íóëþ. Òàê, òî÷êà N(7; 0) ëåæèò íà îñè x, à òî÷-
êà E(0; 3) — íà îñè y. 

Ïëîñêîñòü xy íàçûâàþò êîîðäèíàòíîé, èëè äåêàðòîâîé, ïëîñêîñòüþ ïî èìåíè 
Ð. Äåêàðòà, êîòîðûé âïåðâûå ïðèìåíèë åå â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ. 

П р и м е р  1 . Èç òî÷êè A(4; –3) îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà îñè x è y. Íàéòè êî-
îðäèíàòû îñíîâàíèé ïåðïåíäèêóëÿðîâ. 
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Ðåøåíèå: 
Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè A ê îñè x, ïî-

ëó÷èì òî÷êó A
1
(4; 0), è ê îñè y — òî÷êó A

2 
(0; –3) 

(ðèñ. 6.14). 
П р и м е р  2 . Äàíà òî÷êà M(2; 1). Íàéòè òî÷êè, ñèììå-
òðè÷íûå òî÷êå M îòíîñèòåëüíî îñè x, îñè y è íà-
÷àëà êîîðäèíàò. 

Ðåøåíèå: 
Íà ðèñ. 6.15 òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M(2; 1) 

îòíîñèòåëüíî îñè x, — òî÷êà M
1
(2; –1). 

Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M(2; 1) îòíîñèòåëü-
íî îñè y, — òî÷êà M

2
(–2; 1). 

Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M(2; 1) îòíîñèòåëü-
íî íà÷àëà êîîðäèíàò, — òî÷êà M

3
(–2; –1). 

Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè M(x; y) òî÷êà, ñèììåòðè÷-
íàÿ åé îòíîñèòåëüíî îñè x, áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû M

1
(x; –y); îòíîñèòåëüíî 

îñè y — M
2
(–x; y); îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò — M

3
(–x; –y). 

П р и м е р  3 . Äàíû òî÷êè: A(–1; 4); B(2; –4); C(0; 5); D(–3; –3); K(2; 2); M(1; 1); 
D(–7; 0); P(–4; 10). Â êàêèõ ÷åòâåðòÿõ ðàñïîëîæåíû òî÷êè? Êàêàÿ èç òî÷åê ëå-
æèò íà îñè y, íà îñè y? 

Ðåøåíèå: 
Â I ÷åòâåðòè (çíàêè ; ): M(1; 1). Âî II ÷åòâåðòè (çíàêè –; ): P(–4; 10). 
Â III ÷åòâåðòè (çíàêè –; –); D(–3; –3). Â IV ÷åòâåðòè (çíàêè ; –): B(2; –4). 
Íà îñè x (êîîðäèíàòû (x; 0)): D(–7; 0). Íà îñè y (êîîðäèíàòû (0; y)): C(0; 5). 

6.2.2.  Координаты середины отрезка

Ïóñòü äàí îòðåçîê AB ñ êîîðäèíàòàìè åãî êîí-
öîâ A(x

1
; y

1
) è B(x

2
; y

2
), òî÷êà C(xC; yC) — ñåðåäèíà 

îòðåçêà AB (ðèñ. 6.16). 
Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà ðàâíû ïîëóñóì-

ìå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî êîíöîâ: 

x
x x

C =
+1 2

2
;  y

y y
C =

+1 2

2

Опорные задачи
З а д а ч а  1 . A(–3; 1); B(7; –5); AC  BC. C(xC; yC) — ? 

Ðåøåíèå: 

A C B  xC =
− +

=
3 7

2
2;  yC =

−
= −

1 5

2
2;  C(2; –2). 

З а д а ч а  2 . A(2; –1); B(1; 4); AC  BC. B(xB; yB) — ? 
Ðåøåíèå: 

A C B  x
x

C
B=

+
=

2

2
1;  y

y
C

C=
−

=
1

2
4;

y

A

x4

–3

Ðèñ. 6.14 

y M

x
2–2

–1
–1

1

1

Ðèñ. 6.15 

y

0 x

Ðèñ. 6.16 
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xB  2  2; xB  0; yB – 1  8; yB  9. B(0; 9). 
Âñå çàäà÷è íà èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë êîîðäèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà ñâîäÿòñÿ 

ê ðåøåíèþ çàäà÷ 1 è 2. 
П р и м е р  1 . Òî÷êà M(2; 6) — ñåðåäèíà îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íà îñè 
x è îñè y. Íàéòè êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà (ðèñ. 6.17). 

Ðåøåíèå: 
Òî÷êà A íàõîäèòñÿ íà îñè y, ïîýòîìó åå êîîð-

äèíàòû A(0; yA), òî÷êà B — íà îñè x, åå êîîðäèíà-
òû B(xB; 0). Òî÷êà M(2; 6) — ñåðåäèíà îòðåçêà AB 
(îïîðíàÿ çàäà÷à 2). 

Ïî ôîðìóëàì êîîðäèíàò ñåðåäèí îòðåçêà: 

xB +
=

0

2
2;  xB  4; 

yA +
=

0

2
6;  yB  12. 

Îòâåò: (4; 0) è (0; 12). 
П р и м е р  2 . Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A(2; 4), B(1; 1), C(–2; 0) è D(–1; 3) ÿâëÿþòñÿ âåð-
øèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD (ðèñ. 6.18). 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì ïàðàëëåëîãðàììà: åñ-

ëè äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê — 
ïàðàëëåëîãðàìì. 

Òî åñòü äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñåðåäèíû äèàãîíàëåé 
BD è AC äîëæíû ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ. 

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè O
1
 — ñåðåäèíû äèà-

ãîíàëè AC: 

xO1

2 2

2
0=

−
= ;  yO1

4 0

2
2=

+
= ;  O

1
(0; 2). 

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè O
2
 — ñåðåäèíû äèàãîíàëè BD: 

xO2

1 1

2
0=

−
= ;  yO2

1 3

2
2=

+
= ;  O

2
(0; 2). 

Òî÷êè O
1
 è O

2
 ñîâïàäàþò, ò. å. äèàãîíàëè AC è BD â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿò-

ñÿ ïîïîëàì, ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì. 
П р и м е р  3 . Äàíû òî÷êè A(4; 2), C(–4; 2), D(7; –3) — âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà 
ABCD. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû B (ðèñ. 6.19).

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè O — ñåðåäèíû îòðåç-

êà AC: 

O(xO; yO); xO =
−

=
4 4

2
0;  yO =

+
=

2 2

2
2; O(0; 2). 

Òî÷êà O — ñåðåäèíà äèàãîíàëè BD, ïîýòîìó: 

xB +
=

7

2
0;  xB  –7; 

yB −
=

3

2
2;  yB – 3  4; yB  7. 

Îòâåò: B(–7; 7). 

y

0 x

Ðèñ. 6.17 

C(–2; 0)

O

A(2; 4)

B(1; 1)

D(–1; 3)

Ðèñ. 6.18 

C(–4; 2)

O

A(4; 2) D(7; –3)

Ðèñ. 6.19 
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Координаты точки, делящей отрезок в заданном отношении
Íà ðèñ. 6.20 äàí îòðåçîê AB ñ êîîðäèíàòàìè 

êîíöîâ A(x
1
; y

1
) è B(x

2
; y

2
). Òî÷êà C(xC; yC) äåëèò 

îòðåçîê â îòíîøåíèè AC : BC  k. 
Êîîðäèíàòû òî÷êè C, äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàí-

íîì îòíîøåíèè: 

x
k

x
k

k
xC =

+
+

+
1

1 11 2;  y k
y

k
k

yC =
+

+
+

1

1 11 2.

П р и м е р  4 . Äàíû òî÷êè A(1; –2); B(0; 2). Èçâåñòíî, ÷òî AC : BC  4 : 1. Íàéòè 
êîîðäèíàòû òî÷êè C. 

Ðåøåíèå: 

xC =
+

⋅ +
+

⋅ − = − = −
1

1 4
1

4

1 4
2

1

5

8

5
0 6( ) , ;  yC =

+
⋅ +

+
⋅ = =

1

1 4
0

4

1 4
2

8

5
1 3, .

Îòâåò: C(–0,6; 1,3). 

6.2.3.  Формула расстояния между двумя точками плоскости

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè A(x
1
; y

1
) 

è B(x
2
; y

2
) (ðèñ. 6.21): 

d AB x x y y= = − + −( ) ( )1 2
2

1 2
2

П р и м е р  1 . A(2; –7); B(5; –3). AB — ? 
Ðåøåíèå: 

AB = − + − − = + − =( ) ( ( )) ( ) .5 2 7 3 3 4 52 2 2 2

Îòâåò: 5. 
П р и м е р  2 . Íàéòè íà îñè àáñöèññ òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò òî÷êè A(1; 1) è òî÷-
êè B(3; 5) (ðèñ. 6.22).

Ðåøåíèå: 
Ïîñêîëüêó òî÷êà ëåæèò íà îñè àáñöèññ, îíà èìå-

åò êîîðäèíàòû C(xC; 0). 
Òî÷êà C ðàâíîóäàëåíà îò òî÷êè A è B, ò. å. AC  BC. 
Íàéäåì: AC2  (xC – 1)2  (0 – 1)2  (xC – 1)2  1; 

BC2  (xC – 3)2  (0 – 5)2  (xC – 3)2  25. 
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: (xC – 3)2  25  (xC – 1)2  1. 

x x x xC C C C
2 26 9 25 2 1 1= + + = − + + ;  xC  8. 

Îòâåò: (8; 0). 
П р и м е р  3 . Âû÷èñëèòü äëèíó ìåäèàíû BB

1
 òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè  

A(4; 0); B(2; 0); C(16; 2) (ðèñ. 6.23). 
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè B
1
 — ñåðåäèíû îò-

ðåçêà AC (BB
1
 — ìåäèàíà, ò. å. îòðåçîê, êîòîðûé 

ñîåäèíÿåò òî÷êó B ñ ñåðåäèíîé ñòîðîíû AC — òî÷-
êà B

1
): 

xB1

4 16

2
10=

+
= ;  yB1

0 2

2
1=

+
= .

y

0 x
Ðèñ. 6.20 

y

0 x

d

Ðèñ. 6.21 

y

x

Ðèñ. 6.22 

Ðèñ. 6.23 
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Íàéäåì äëèíó ìåäèàíû BB
1
, ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè BB

1
: 

BB1
2 210 2 1 0 64 1 65= − + − = + =( ) ( ) .

Îòâåò: 65.
П р и м е р  4 . Äîêàçàòü, ÷òî ABC ñ âåðøèíàìè A(1; –2); B(4; 6); C(7; –2) ðàâíîáå-
äðåííûé. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Íàéäåì äëèíû ñòîðîí AB, AC è BC: 

AB = − + + = + =( ) ( ) ;4 1 6 2 9 64 732 2  BC = − + + = + =( ) ( ) ;7 4 6 2 9 64 732 2

AC = − + − + =( ) ( ) .7 1 2 2 62 2

AB  BC, ABC — ðàâíîáåäðåííûé. 
П р и м е р  5 . Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê. Íàéòè åãî 
ïëîùàäü, åñëè A(4; 1); B(3; 5); C(–1; 4); D(0; 0) (ðèñ. 6.24).

Äîêàçàòåëüñòâî: 
1. Äîêàæåì, ÷òî ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, ò. å. 

÷òî åãî äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ 
ïîïîëàì. 
Ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC: 

xO =
−

=
4 1

2

3

2
;  yO =

+
=

1 4

2

5

2
.

Ñåðåäèíà äèàãîíàëè BC: 

xO =
+

=
3 0

2

3

2
;  yO =

+
=

5 0

2

5

2
.

Òî÷êà O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèí äèàãîíàëåé AC è BD. ABCD — ïà-
ðàëëåëîãðàìì. 

2. Íàéäåì äëèíû äèàãîíàëåé AC è BD: 

AC = + + − = + =( ) ( ) ;4 1 4 1 25 9 342 2  BD = − + − = + =( ) ( ) .3 0 5 0 9 25 342 2

AC  BD. 
Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè ðàâíû, òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì — 

ïðÿìîóãîëüíèê. 
Íàéäåì ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà: 

AB = − + − = + =( ) ( ) ;4 3 5 1 1 16 172 2 BC = + + − = + =( ) ( ) .3 1 5 4 16 1 172 2

AB  BC, ABCD — êâàäðàò. 

Ïëîùàäü êâàäðàòà ABCD: S AB BC= ⋅ = ⋅ =17 17 17.
Îòâåò: 17 êâàäðàòíûõ åäèíèö. 

6.2.4.  Уравнение прямой, угловой коэффициент прямой,  
условие параллельности прямых

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 
(ðèñ. 6.25) èìååò âèä: 

ax  by  c  0

ãäå x è y — ïåðåìåííûå; a, b è c — íåêîòîðûå ÷èñ-
ëà, ïðè÷åì a è b îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ.

A(4; 1)

B(3; 5) C(–1; 4)

O

D(0; 0)

Ðèñ. 6.24 

y

0 x

Ðèñ. 6.25 
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Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæåò èìåòü âèä: 
2x – 3y  1  0; 2x  5  0; 5y – 4  0. 

Âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò

ax  by  c  0;  
a  0; b  0 c  0; y

c
b

= −

y

0 x

Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè 
àáñöèññ

c  0
y

y = 0

0 x

Ïðÿìàÿ y  0 ñîâïàäàåò 
ñ îñüþ àáñöèññ

ax  by  c  0;  
a  0; b  0 c  0; x

c
a

= −

y

0 x

Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè 
îðäèíàò

c  0
y

x = 0

0 x

Ïðÿìàÿ x  0 ñîâïàäàåò 
ñ îñüþ îðäèíàò 

ax  by  c  0;  
a  0; b  0

c  0; ax  by  0

y ax + by = 0

0 x

Ãðàôèê ïðÿìîé ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè

Угловой коэффициент в уравнении прямой
Åñëè b  0, óðàâíåíèå ïðÿìîé ax  by  c  0 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y  kx  b, ãäå x è y — 
ïåðåìåííûå, k è b — ÷èñëà. 

×èñëî k ïðè ýòîì íàçûâàþò óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì ïðÿìîé.

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ðàâåí òàíãåíñó óãëà íà-
êëîíà ýòîé ïðÿìîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëå-
íèþ îñè x. 
Åñëè 0     90 , òî k  tg   0 (ðèñ. 6.26); 
åñëè 90     180 , òî k  tg   0 (ðèñ. 6.27). 

y

y =
 kx

 + 
b 

 k > 0 

α
0 x

Ðèñ. 6.26 
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Åñëè ïðÿìàÿ AB ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(x
1
; y

1
) 

è B(x
2
; y

2
), òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü ïî ôîðìóëå: 

k
y y
x x

=
−
−

2 1

2 1

.

П р и м е р  1 . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè A(1; 2) è B(–2; 1). 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè A è B òàêèå, ÷òî ïðÿìàÿ AB íå ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, 

òîãäà åå óðàâíåíèå èìååò âèä y  kx  b, ãäå 

k
y y
x x

=
−
−

=
−

− −
=2 1

2 1

1 2

2 1

1

3
.

Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: y x b= +
1

3
.

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè A(1; 2), ò. å. x  1, y  2. 

2
1

3
= + b;  b

5

3
.  y x= +

1

3

5

3
 èëè 

1

3

5

3
0x y− + = ;  x – 3y  5  0. 

Îòâåò: x – 3y  5  0. 

Условие параллельности прямых
1. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè a

1
x  b

1
y  c

1
 

 0 è a
2
x  b

2
y  c

2
  0, òî îíè ïàðàëëåëüíû ïðè 

a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ≠  (ðèñ. 6.28). 

2. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè y  k
1
x  b

1
 

è y  k
2
x  b

2
, òî îíè ïàðàëëåëüíû ïðè k

1
  k

2
  

è b
1
  b

2
. 

Условие перпендикулярности прямых
1. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè a

1
x  b

1
y  c

1
 

 0 è a
2
x  b

2
y  c

2
  0, òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû 

ïðè a
1
b

2
  a

2
b

1
  0 (ðèñ. 6.29).

2. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè y  k
1
x  b

1
 

è y  k
2
x  b

2
, òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðè k

1
 

 k
2
  –1 èëè k

k2
1

1
= − .

П р и м е р  2 . Íàéòè îñòðûé óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò 
ïðÿìàÿ ñ îñüþ x, åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì 

x y3 4+ = .
Ðåøåíèå: 

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå y x= − +3 4.  Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = − 3,  

tg ,α = − 3  òîãäà   120 . 
Îòâåò: 120 . 

y

y = kx + b 

k < 0 

α

0 x

Ðèñ. 6.27 

y

0 x

Ðèñ. 6.28 

y

0 x

Ðèñ. 6.29 
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П р и м е р  3 . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a ïðÿìûå ax  3y – 4  0 è 2x  6y  1  0 ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû? 

Ðåøåíèå: 
Ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè a

1
b

2
  a

2
b

1
  0, ò. å. a  6  2  3  0; a  –1. 

Îòâåò: –1. 
П р и м е р  4 . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3; –2) 
è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé y  3x  5. 

Ðåøåíèå: 
Ïðÿìàÿ y  3x  5 èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò k

1
  3, óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿð-

íîñòè: k
k2

1

1 1

3
= − = − .  Òî åñòü èñêîìàÿ ïðÿìàÿ èìååò âèä: y x b= − +

1

3
.

Ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3; –2). Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå x  3, y  –2. 

− = − ⋅ +2
1

3
3 b;  b  –1. y x= − −

1

3
1.

Îòâåò: 
1

3
1x .

Расстояние и углы между прямыми
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

Åñëè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿ-
ìè ax  by  c

1
 è ax  by  c

2 
(ðèñ. 6.30), òî ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó ïðÿìûìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

d
a c

a b
=

−

+
2

2 2

П р и м е р  5 . Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè  
3x – 4y  5 è 3x – 4y  1. 

Ðåøåíèå: 

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè: d =
−

+ −
= =

5 1

3 4

4

5
0 8

2 2( )
, .

Îòâåò: 0,8. 
Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè y  k
1
c  b

1
  

è y  k
2
x  b

2
 è k

1
  k

2 
(ðèñ. 6.31), òî óãîë ìåæäó 

ïðÿìûìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

tg ϕ =
−

+
k k

k k
1 2

1 21

П р и м е р  6 . Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè y  –2x – 1 
è y  3x  5. 

Ðåøåíèå: 
k

1
  –2 è k

2
  3. 

tg
( )

.ϕ =
−

+
=

− −
+ − ⋅

=
−
−

=
k k

k k
1 2

1 21

2 3

1 2 3

5

5
1  

tg   1,   45 . 
Îòâåò: 45 .

y

0 x

d

Ðèñ. 6.30 

y

ϕ

0 x

Ðèñ. 6.31 
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(x

0
; y

0
) äî ïðÿìîé, çàäàí-

íîé óðàâíåíèåì ax  by  c  0 (ðèñ. 6.32), âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

d
ax by c

a b
=

+ +

+
0 0

2 2

П р и м е р  7 . Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(–6; 8) äî 
ïðÿìîé 4x  3y – 1  0. 

Ðåøåíèå: 

x
0
  –6; y

0
  8. a  4; b  3. d =

⋅ − + ⋅ −

+
=

−
=

4 6 3 8 1

4 3

1

5

1

52 2

( )
.

Îòâåò: 
1

5
.

6.2.5.  Уравнение окружности

Óðàâíåíèåì ôèãóðû Ô(x; y)  0 â äåêàðòîâûõ 
êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 6.33) íàçûâàåòñÿ 
óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y, êîòîðîìó 
óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè ôèãóðû. 
Ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâ-
ëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, ïðèíàäëåæèò äàííîé ôèãóðå. 

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O
1
(a; b) 

è ðàäèóñîì R (ðèñ. 6.34) èìååò âèä: 

(x – a)2  (y – b)2  R2

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì  
(–3; 4) è ðàäèóñîì R  3 èìååò âèä: 

(x  3)2  (y – 4)2  9. 
Îáðàòíî: åñëè äàíî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè  

(x – 5)2  y2  3, òî öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè íàõîäèò-
ñÿ â òî÷êå A(5; 0), R 3.

Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êî-
îðäèíàò (ðèñ. 6.35), òî óðàâíåíèå èìååò âèä: 

x2  y2  R2

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå îêðóæíîñòè x2  y2  16 — 
ýòî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì (0; 0); R  4. 

П р и м е р  1 . Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàí-
íîé óðàâíåíèåì x2  y2  2x – 4y  4  0. 

Ðåøåíèå: 
Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå â âèäå (âûäåëèì ïîëíûé 

êâàäðàò îòíîñèòåëüíî x è îòíîñèòåëüíî y): 
x2  2x  1  y2 – 4y  4 – 1  0. 

(x  1)2  (y – 2)2  1. 
Îêðóæíîñòü èìååò öåíòð (–1; 2) è ðàäèóñ R  1. 

y

0 x

d

Ðèñ. 6.32 

y

(x; y)

Ô(x; y)

0 x

Ðèñ. 6.33 

y

b
R

O
1

0 xa

Ðèñ. 6.34 

y

O x

R

Ðèñ. 6.35 
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П р и м е р  2 . Çàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì MN, åñëè M(–3; 7); N(1; –3). 
Ðåøåíèå: 

Öåíòð îêðóæíîñòè — ñåðåäèíà îòðåçêà MN: 
O(a; b)

M(–3; 7) O(1; –3)
a =

− +
= −

3 1

2
1;  b =

−
=

7 3

2
2.

Ðàäèóñ — äëèíà îòðåçêà MO èëè OM: 

MO = − − + − = + =( ) ( ) .3 1 7 2 16 25 412 2

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä: 
(x  1)2  (y – 2)2  41. 

П р и м е р  3 . Çàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(–3; 0) 
è B(0; 9), åñëè èçâåñòíî, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà îñè îðäèíàò (ðèñ. 6.36). 

Ðåøåíèå: 
Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà îñè îðäèíàò, 

òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä: 
x2  (y – b)2  R2. 

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷åê A 
è B, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè b 
è R: 

A x y

B x y

:

:

= − =
= =

3 0

0 9

; ;

; ;
 

( ) ( ) ,

( ) ;

− + − =

+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 0

0 9

2 2 2

2 2 2

b R

b R
 

9

9

2 2 2

2 2

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

b R

b R

,

( ) ;

−
+ =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− + = = = + =

9

81 18

72 18 0 4 9 16 5

2 2 2

2 2

2

b R

b b R

b b R R

,

,

; ; ; .

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä: x2  (y – 4)2  25. 
П р и м е р  4 . Íà îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2  y2  169, íàéòè òî÷êè: 
à) ñ àáñöèññîé –5; á) ñ îðäèíàòîé 13. 

Ðåøåíèå: 
à) Àáñöèññà ðàâíà –5, ò. å. x  –5.
 (–5)2  y2  169; y2  169 – 25; y2  144; y  12. Ýòî òî÷êè (–5; 12) è (–5; –12). 
á) Îðäèíàòà y  13. x2  132  169; x2  0; x  0. Ýòî òî÷êà (0; 13). 

Пересечение прямой с окружностью
Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R è ïðÿìàÿ m, 

ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî öåíòðà îêðóæíîñòè ðàâíî d. 
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy òàê, ÷òî öåíòð 

îêðóæíîñòè ñîâïàäåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à îñü x 
ðàñïîëîæèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé m. 

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä: 

x2  y2  R2

Âîçìîæíûå ñëó÷àè:
1. R  d. Ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ (ïðÿìàÿ ïåðå-

ñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ) (ðèñ. 6.37). 

y

O

A(–3; 0)

B(0; 9)

O1

x

Ðèñ. 6.36 

y m

R

–R

O x

d

Ðèñ. 6.37 
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x y R

x d

2 2 2+ =
=

⎧
⎨
⎩

,

.

Ðåøåíèå: d R d; 2 2−( )  è d R d; .− −( )2 2

2. R  d (ðèñ. 6.38). 

Ñèñòåìà 
x y R

x d

2 2+ =
=

⎧
⎨
⎩

,
 èìååò îäíî ðåøåíèå 

(îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, 
ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè). 

3. R  d (ðèñ. 6.39). 

Ñèñòåìà 
x y R

x d

2 2+ =
=

⎧
⎨
⎩

,
 ðåøåíèé íå èìååò, ïðÿ-

ìàÿ è îêðóæíîñòü íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. 

П р и м е р  5 . Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè  
x2  y2  25 è ïðÿìîé x  y – 1  0. 

Ðåøåíèå: 

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

2 2 25

1 0

+ =
+ − =

⎧
⎨
⎩

,

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ y  1 – x. Ïîäñòàâèì çíà-
÷åíèå y â ïåðâîå óðàâíåíèå: 
x2  (1 – x)2  25; x2  1 – 2x  x2  25; x2 – x – 12  0; x

1
  –3, y

1
  4; x

2
  4, y

2
  –3. 

Îòâåò: (–3; 4) è (4; –3). 

Метод координат
Ìåòîä êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèí-

ñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ãëàâíîå óñëîâèå — óäà÷íûé âûáîð ñèñòåìû êîîðäè-
íàò è íàïðàâëåíèÿ îñåé. 
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäîì êîîðäèíàò: 
1. Ââåñòè íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. 
2. Ïî âîçìîæíîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò ñâÿçàòü ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè 

ïðÿìûìè, äàííûìè â çàäà÷å, òàê, ÷òîáû îäíà èëè äâå òàêèå ïðÿìûå ñîâïàäà-
ëè ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò. 

3. Ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ÿçûêîì êîîðäèíàò. 
4. Ïðåîáðàçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ â êîîðäèíàòíûå (èëè âåêòîðíûå) 

ñîãëàñíî óñëîâèÿì çàäà÷è. 
5. Íàéòè èëè äîêàçàòü òî, ÷òî òðåáóåòñÿ â çàäà÷å, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû. 
Îáû÷íî â êà÷åñòâå îñåé êîîðäèíàò âûáèðàþòñÿ ïðÿìûå, ôèãóðèðóþùèå â óñ-

ëîâèè çàäà÷è, à òàêæå îñè ñèììåòðèè. 

П р и м е р  6 . Â êðóãå ñ öåíòðîì O ïðîâåäåíû äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèà-

ìåòðà AB è CD. Íà ðàäèóñå OB âçÿòà òî÷êà K òàê, ÷òî OK OB
1

3
,  à íà ðàäèóñå 

OD — òî÷êà M òàê, ÷òî OM OD
1

2
.  Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 

CK è AM ðàñïîëîæåíà íà äàííîé îêðóæíîñòè. 

y

RO
x

d

m

Ðèñ. 6.38 

y

R–R O
x

d

m

Ðèñ. 6.39 
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Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðàìè AB  CD. 
Ðàñïîëîæèì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî öåíòð 

îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, äèà-
ìåòð AB ëåæèò íà îñè àáñöèññ, à äèàìåòð CD — íà 
îñè îðäèíàò (ðèñ. 6.40). 

Ïóñòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 1. Òîãäà êîîðäè-
íàòû òî÷êè íà îêðóæíîñòè è âíóòðè íåå: A(–1; 0); 

B(1; 0); C(0; 1); D(0; –1); K
1

3
0; ;

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  M 0

1

2
; .−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 
òî÷êè:

C è K, y  kx  b A è M, y  kx  b

Ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷åê â óðàâíåíèå y  kx  b:

C

K

( ; )

;

0 1

1

3
0

:

:
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

b

k b

=

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

1

3
0

,

;
 b  1, k  –3. 

y  –3x  1.

A

M

( ; )

;

−

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0

0
1

2

:

:

− + =

= − = −

k b

b k

0

1

2

1

2

;

, .
y

x
= − −

2

1

2
.

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y  –3x  1 è y
x

= − −
2

1

2
:

− + = − −3 1
2

1

2
x

x
;  x

3

5
;  y = −

4

5
.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P
3

5

4

5
; .−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå îêðóæ-

íîñòè ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì: x2  y2  1: 
3

5

4

5
1

2 2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = .

Êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ îêðóæíîñòè. Òî÷êà P ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

6.2.6.  Графическая интерпретация уравнений с двумя переменными и  их систем

Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y èìååò âèä Ô(x; y)  0. 
Ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x; y), 

êîòîðûå îáðàùàþò óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî. 
Åñëè èçîáðàçèòü ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íà êî-

îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷èòñÿ ãðàôèê óðàâíå-
íèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. 

Òàê, ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ ax  by  c  0 ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìàÿ, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a 
èëè b íå ðàâåí íóëþ (ðèñ. 6.41). 

Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ y  ax2  bx  c ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàáîëà, à ãðàôèêîì y x  — âåòâü ïàðàáîëû, ðàñ-
ïîëîæåííàÿ â I êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè (ðèñ. 6.41). 

y

BK

M

A

C

D
P

O
x

Ðèñ. 6.40 

y

0 x

Ðèñ. 6.41 
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Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ xy  k ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà (ðèñ. 6.42, 6.43). 
Ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ x2  y2  r2 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-

îðäèíàò è ðàäèóñîì r, ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ (x – a)2  (y – b)2  R2 — îêðóæíîñòü 
ñ öåíòðîì (a; b) è ðàäèóñîì R (ðèñ. 6.44).

y
xy = k,
k > 0

x0

y

x0

xy = k,
k < 0

y

R

a

b

x
0

Ðèñ. 6.42 Ðèñ. 6.43 Ðèñ. 6.44 

П р и м е р  1 . Êàêèå èç ïàð (5; 4), (1; 0) è − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

2

7
;  ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ? 

à) x2  y2  1; á) x3 – 1  x2y  6y. 
Ðåøåíèå: 

à) Ïîäñòàâèâ êàæäóþ èç çàäàííûõ ïàð ÷èñåë â óðàâíåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðå-
øåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x2  y2  1 ÿâëÿåòñÿ ïàðà (1; 0), ò. ê. 12  02  1. 

á) Ðåøåíèÿìè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñå òðè ïàðû: 
125 – 1  25  4  6  4; 124  124; 

13 – 1  1  0  6  0; 0  0; 

− − = − −1 1
2

7

12

7
;  –2  –2. 

Îòâåò: à) (1; 0); á) (5; 4); (1; 0) è − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

2

7
; .

П р и м е р  2 . Îïðåäåëèòü ñòåïåíü óðàâíåíèÿ:  
à) 2x2  3y3  4  0; á) (3x2  x)(4x – y2)  x; â) 5y2 – x2y3  xy – 1  0. 

Ðåøåíèå: 
Ñòåïåíü óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñòåïåíè ñòàðøåãî îäíî÷ëåíà, âõîäÿùåãî 

â óðàâíåíèå. 
à) Óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè. 
á) Óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, ò. ê. îäíî÷ëåí ñ íàèáîëüøåé ñóììàðíîé ñòåïå-

íüþ — 3x2y2. 
â) Óðàâíåíèå ïÿòîé ñòåïåíè (x2y3 èìååò ñòåïåíü 5). 
П р и м е р  3 . Êàêàÿ ôèãóðà çàäàåòñÿ ãðàôèêîì óðàâíåíèÿ? 
à) 2x  3y – 7  0; 
á) 6x2 – 5x  y – 1; 
â) 2(x  1)  x2 – y; 
ã) xy – 1,2  0; 
ä) x2  y2 – 9  0. 

Ðåøåíèå: 
à) Ïðÿìàÿ.
á) Ïðåäñòàâèì â âèäå y  6x2 – 5x  1. Ïàðàáîëà. 
â) Ïðåäñòàâèì â âèäå 2x  2  x2 – y; y  x2 – 2x – 2. Ïàðàáîëà. 

ã) xy  1,2 èëè y
x

1 2,
. Ãèïåðáîëà. 

ä) x2  y2  9. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R  3. 
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Системы уравнений с двумя переменными
×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, èñïîëüçóÿ ãðàôèêè 

ýòèõ óðàâíåíèé, íóæíî: 
1. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè óðàâíåíèé â îäíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. 
2. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ èëè óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíè 

íå ïåðåñåêàþòñÿ. 
3. Åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ — öåëûå ÷èñëà, ñäåëàòü ïðîâåðêó, åñëè 

íåò, îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííî, ìîãóò ëè ïîëó÷åííûå ÷èñëà ÿâëÿòüñÿ ðåøåíè-
ÿìè. 

4. Çàïèñàòü îòâåò. 

П р и м е р  4 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

xy

− =
= −

⎧
⎨
⎩

5

4

,

.

Ðåøåíèå: 
Ïîñòðîèì â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿìóþ x –  

–y  5 èëè y  x – 5 è ãèïåðáîëó y
x

= −
4

 (ðèñ. 6.45)

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ: (1; –4) è (4; –1). 

Ïðîâåðêà: x  1; y  –4: 
1 4 5

1 4 4

− − =
⋅ − = −

⎧
⎨
⎩

( ) ,

( ) ;
 âåðíî; 

x  4; y  –1: 
4 1 5

4 1 4

− − =
⋅ − = −

⎧
⎨
⎩

( ) ,

( ) ;
 âåðíî. 

Îòâåò: (4; –1) è (1; –4). 

П р и м е р  5 . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

xy

2 2 25

12

+ =
= −

⎧
⎨
⎩

,

.

Ðåøåíèå: 
Ñòðîèì îêðóæíîñòü x2  y2  25, ò. å. îêðóæ-

íîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì  

R  5 (ðèñ. 6.46). xy  –12 èëè y
x

= −
12

 — ãèïåðáîëà, 

ðàñïîëîæåííàÿ âî II è IV êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ. 
Èìååì ÷åòûðå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. 

Îòâåò: (–3; 4); (3; –4); (4; –3); (–4; 3). 
П р и м е р  6 . Óêàçàòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû 
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè â çàâèñèìîñòè îò 

ïàðàìåòðà a: 
x y

y x a

2 2 4+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
Ðåøåíèå: 

x2  y2  4 — ýòî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðà-
äèóñîì R  2. 

y – x   a èëè y  x   a — ýòî çàâèñèìîñòü y  x  ñî ñäâèæêîé íà a åäèíèö 
âäîëü îñè y: 
1. Åñëè a  2, òî îêðóæíîñòü x2  y2  4 è y  x   a èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, 

ò. å. îäíî ðåøåíèå (ðèñ. 6.48, ñëó÷àé 1). 
2. Åñëè a  –2, òî ïîëó÷àåì òðè îáùèå òî÷êè, ò. å. òðè ðåøåíèÿ (ðèñ. 6.48, ñëó-

÷àé 2).

y

x 
– 
y 

= 
5

x0
–1

1 1

–5

5

Ðèñ. 6.45 

y

x0
–1

1 1 5–5

Ðèñ. 6.46 
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3. Ïðè –2  a  2 — äâà ðåøåíèÿ, è ñþäà æå ïîä-
õîäèò ñëó÷àé, êîãäà y  x   a êàñàåòñÿ îêðóæ-
íîñòè â äâóõ òî÷êàõ. 
Íàéäåì ýòî çíà÷åíèå a. 

 Èìååì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 
a è ãèïîòåíóçîé 4 (ðèñ. 6.47). Òîãäà ïî òåîðåìå 
Ïèôàãîðà: a2  a2  16; a 8 2 2;  − = −a 2 2.

Òîãäà ïðè a = −2 2  èìååì äâå îáùèå òî÷êè (ðèñ. 6.48, ñëó÷àé 3). 

4. Åñëè a  2 èëè a  –2 a ≠ −( )2 2 ,  îáùèé òî÷åê íåò (ðèñ. 6.48, ñëó÷àé 4). 

y

x1–1–2 2

1)

y

x
1–1

–2 2

2)

y

x1–1

–2 2

3) y4)

x1–1

–2 2

à  2; 1 ðåøåíèå à  –2; 3 ðåøåíèÿ 2 ðåøåíèÿ ðåøåíèé íåò
Ðèñ. 6.48 

Îòâåò: à) ðåøåíèé íåò ïðè a ∈ −∞ −( ) ∪ − −( ) ∪ + ∞; ; ( ; );2 2 2 2 2 2  á) îäíî ðå-

øåíèå ïðè a  2; â) äâà ðåøåíèÿ ïðè –2  a  2 è a = −2 2;  ã) òðè 
ðåøåíèÿ ïðè a  –2. 

6.2.7.  Графическая интерпретация неравенств с двумя переменными и  их систем

Íåðàâåíñòâîì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà: 
Φ( ; )x y ≥ 0  èëè Φ( ; )x y ≤ 0

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ 
(x; y), êîòîðàÿ îáðàùàåò ýòî íåðàâåíñòâî â âåðíîå ðàâåíñòâî. 

Åñëè êàæäîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè îòîáðàçèòü òî÷êîé 
íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷èòñÿ ãðàôèê ýòîãî íåðàâåíñòâà, êîòîðûé 
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôèãóðîé. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôèãóðà çàäàåòñÿ èëè îïèñûâàåòñÿ 
íåðàâåíñòâîì. 

Решение линейных неравенств с двумя переменными
Ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà: 

ax  by  c èëè ax  by  c, 
ãäå x è y — ïåðåìåííûå, a, b è c — íåêîòîðûå ÷èñëà. 

Åñëè â ëèíåéíîì íåðàâåíñòâå çíàê íåðàâåíñòâà çàìåíèòü íà çíàê ðàâåíñòâà, 
òî ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå ax  by  c. 

Åñëè a  0 èëè b  0, òî ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ 
(ðèñ. 6.49). 

Îíà ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî íå ïðèíàäëåæàùèõ 
åé òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íà äâå îáëàñòè, 
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îòêðûòûå ïîëóïëîñêîñòè. 

y
a

–a
R

2

2

0 x

Ðèñ. 6.47 

y

ax + by =
 c

0 x

Ðèñ. 6.49 
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Îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåðàâåíñòâà 
ax  by  c, äðóãàÿ — ãðàôèêîì íåðàâåíñòâà ax 
 by  c. 

Ïóíêòèð ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êè èçîáðàæàåìîé 
åþ ïðÿìîé íå ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó íåðàâåíñòâà. 

Åñëè a  0, b  0, òî ïðÿìàÿ y
c
b

 ðàçáèâàåò 

ïëîñêîñòü íà âåðõíþþ è íèæíþþ îòêðûòûå ïîëó-
ïëîñêîñòè (ðèñ. 6.50, à). 

Åñëè a  0, b  0, òî ïðÿìàÿ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü 
íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 6.50, á).

Åñëè a  0 è b  0, òî:

ax  by  c

0  c

c  0 c  0

êîîðäèíàòíàÿ 
ïëîñêîñòü

ax  by  c

0  c

c  0 c  0

êîîðäèíàòíàÿ 
ïëîñêîñòü

Ãðàôèê íåðàâåíñòâà y  f(x) ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, 
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âûøå òî÷åê ãðàôèêà y  f(x), à ãðàôèê y  f(x) — èç âñåõ 
òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå òî÷åê ãðàôèêà y  f(x). 
П р и м е р  1 . Ïîêàçàòü ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x  3y  6. 

Ðåøåíèå: 
Ïîñòðîèì ïðÿìóþ (ðèñ. 6.51):

x 3 0

y 0 2

Âûÿñíèì, âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü 
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà. 

Âîçüìåì òî÷êó (0; 0). 2  0  3  0  6; 0  6, âåðíî. 
Òî÷êà (0; 0) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 2x  3y  6, çíà-

÷èò, íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 2x  3y  6 áóäåò ÿâëÿòüñÿ 
ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 2x  3y  6. 
П р и м е р  2 . Êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì 

1

2
2 3

1

3
3 4 1( ) ( ) ?x y x y+ > + +

Ðåøåíèå: 

Óïðîñòèì íåðàâåíñòâî x y x y+ > + +
3

2

4

3
1;  

1

6
1x  

èëè y  6. 
Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé  

y  6 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê, êîòîðîå îòìå÷à-
åòñÿ íåðàâåíñòâîì (ðèñ. 6.52). 

y

à

á

a = 0;
b ≠ 0

0 x

y
a ≠ 0;
b = 0

0 x

a

Ðèñ. 6.50 

y

x
0

1 2 3–1

Ðèñ. 6.51 

y
y = 6

2
4

x0
Ðèñ. 6.52 
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П р и м е р  3 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê íåðàâåíñòâà y  3x  5. 
Ðåøåíèå: 

Ïîñòðîèì ïðÿìóþ y  3x  5 (ðèñ. 6.53): 

x 0 –1

y 5 2

Ïðÿìóþ ïðîâîäèì ñïëîøíîé ëèíèåé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ïðÿìîé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè íåðàâåíñòâà. 

Ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ x  0 è y  0, 
ò. å. íà÷àëî êîîðäèíàò: 

0  3  0  5, ò. å. 0  5, âåðíî. 
Çíà÷èò, ãðàôèêîì äàííîãî íåðàâåíñòâà áóäóò âñå 

òî÷êè ïëîñêîñòè, íàõîäÿùèå ñÿ íèæå ïðÿìîé y  3x 
 4, âêëþ÷àÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ïðÿìîé. 

Решение нелинейных неравенств с двумя переменными

П р и м е р  4 . Ïîñòðîèòü ãðàôèê íåðàâåíñòâà: 
à) y  x2; á) y  x2. 

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà y  x2 ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè 
ïëîñêîñòè, ëåæàùèå âûøå ãðàôèêà y  x2. Òî÷êè 
ïàðàáîëû â ðåøåíèå íå âõîäÿò (ðèñ. 6.54).

Ãðàôèêîì íåðàâåíñòâà (ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà)  
y  x2 ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè ïëîñêîñòè, ëåæàùèå íè-
æå ïàðàáîëû y  x2, âêëþ÷àÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ñàìîé ïàðàáîëå (ðèñ. 6.55). 
П р и м е р  5 . Ïîêàçàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâ: 
à) x2  y2  3; á) x2  y2  3; â) (x – 3)2  (y – 1)2  9. 

y

x

y

x

y

x2 4 531

1
2
3

Ãðàôèêîì íåðàâåíñòâà (x – a)2  (y – b)2  R2 ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè, ëåæàùèå âíóòðè îêðóæíîñòè, à ãðàôèêîì íåðàâåíñòâà (x – a)2 
 (y – b)2  R2 — òî÷êè ïëîñêîñòè âíå îêðóæíîñòè. 

П р и м е р  6 . Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
(x2  y2 – 1)(x2  y2 – 25)  0. 

Ðåøåíèå: 
Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ ëèøü â òîì 

ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí 
íóëþ, óðàâíåíèå (x2  y2 – 1)(x2  y2 – 25) çàäàåò ëè-
íèþ, ðàñïàäàþùóþñÿ íà äâå îêðóæíîñòè: x2  y2 
 1 è x2  y2  25 (ðèñ. 6.56). Îíè äåëÿò ïëîñêîñòü 

íà òðè ÷àñòè. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîáíûõ òî÷åê 
(ò. å. áåðåì íåêîòîðûå òî÷êè â êàæäîé èç îáëàñòåé, 

y

x
0

5

1 2 3–1

–2

Ðèñ. 6.53 

y

x

Ðèñ. 6.54 

y

x

Ðèñ. 6.55 

y

1 5 x

Ðèñ. 6.56 
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ïîäñòàâëÿåì èõ êîîðäèíàòû â íåðàâåíñòâî è ïðîâåðÿåì, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè âåðíû-
ìè) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â êîëüöå (ðèñ. 6.56). 

Решение систем неравенств с двумя переменными

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ: 
F x y

Q x y

( ; ) ,

( ; )

≥
≥

⎧
⎨
⎩

0

0

íàõîäèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâî òî÷åê X
1
 — òî÷åê ïëî-

ñêîñòè, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî, çàòåì ìíîæåñòâî X

2
 — òî÷åê ïëîñêîñòè, íà 

êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî. Ðåøåíè-
åì ñèñòåìû áóäåò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X

1
 è X

2
. 

П р и м е р  7 . Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 

à) 
x

y y

2

2

4 0

4 3 0

− ≥

− + <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 á) 

x

y y

2

2

4 0

4 3 0

− ≤

− + ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Ðåøåíèå: 
à) Íåðàâåíñòâî x2 – 4  0 ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè 

íåðàâåíñòâ x 2 è x  –2. Êàæäîå èç íèõ çàäà-
åò íà ïëîñêîñòè xOy çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü. 
Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x2 – 4  0 ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé (ðèñ. 6.57). 

Íåðàâåíñòâî y2 – 4y  3  0 ðàâíîñèëüíî äâîé-
íîìó íåðàâåíñòâó 1  y  3 èëè ñèñòåìå íåðà-

âåíñòâ: 
y

y

>
<

⎧
⎨
⎩

1

3

,

.

Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû íà ïëîñêî-
ñòè xOy ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ïîëóïëî-
ñêîñòåé y  1 è y  3, ò. å. îòêðûòàÿ ïîëîñà  
1  y  3 (ðèñ. 6.58). 

Ðåøåíèåì ñèñòåìû: 

x

y y

2

2

4 0

4 3 0

− ≥

− + <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå óæå ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé. 
Ýòî äâå ïîëóïîëîñû, îòêðûòûå ñâåðõó è ñíèçó 
è çàìêíóòûå íà òîðöàõ (ðèñ. 6.59). 

á) Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå ðèñóíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî 
îáà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû çàäàþò íà ïëîñêîñòè 
çàìêíóòûå ïîëîñû (ðèñ. 6.60, 6,61). 

Ïåðåñå÷åíèåì òàêèõ ïîëîñ, î÷åâèäíî, áóäåò 
ÿâëÿòüñÿ çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ. 6.62). 

x

y y

2

2

4 0

4 3 0

− ≤

− + ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

y
x ≥ 2x ≤ 2

x
0

1 2 3–1–2

Ðèñ. 6.57 

y

x
1

3

1 2–1–2
Ðèñ. 6.58 

y

x

1

3

1 2–1–2

Ðèñ. 6.59 

y

x2–2

2 4 0x − ≤

Ðèñ. 6.60 

y

x
1

3

1 2–1–2

2 4 3 0x x− + ≤

Ðèñ. 6.61 

y

x

3

1 2–1–2

1

Ðèñ. 6.62 
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Тренировочные тестовые задания к разделу 6

1. Îïðåäåëèòå êîîðäèíàòó òî÷êè A. 

–252

À
–284

1) –279 2) –274 3) –260 4) –256

2. Íà êàêîì ðèñóíêå âåðíî èçîáðàæåíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x – 1|  3?

1) 
–2 4 x

 3) 
–3 3 x

2) 
–2 4 x

 4) 
–3 3 x

3. Òî÷êà B, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A(–3; 4) îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, èìååò êîîðäè-
íàòû: 
1) B(3; 4) 2) B(–3; –4) 3) B(3; –4) 4) B(–3; 4)

4. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, äèàìåòð êîòîðîé MN, åñëè M(5; 4), N(1; 7). 
1) 1 2) 1,5 3) 2,5 4) 5

5. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, åñëè A(–1; –1), B(–1; 4), C(6; 4), 
D(6; –1). 
1) 24 2) 30 3) 35 4) 48

6. ×åðåç òî÷êè A è B, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå, ïðîõîäèò ïðÿìàÿ: 

1–1

1

2

3
4

5

2

3 x

y
B

A

1) 2x – y  3  0 2) 2x  y – 3  0 3) 2x – y – 3  0 4) 2x  y  3  0

7. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà: 

1

–1

2

2

3 4
x

y

1) (x – 2)2  (y – 1)2  9 3) (x – 2)2  (y  1)2  3
2) (x  2)2  (y – 1)2  9 4) (x – 2)2  (y  1)2  9

8. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(–2; 3) äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî: 

1) 5 2) 5  3) 13  4) 15

9. Íàéäèòå öåíòð îêðóæíîñòè íà îñè îðäèíàò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îêðóæíîñòü ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó A(3; 6) è ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 5. 
1) (0; 10) 3) (0; 10) èëè (0; 2)
2) (0; 2) 4) (0; –10) èëè (0; –2)
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10. Íà êàêîì èç ðèñóíêîâ èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà |y|  |x|? 
1) 

x

y  3) 

x1

1
–1

–1

y

2) 

x

y  4) 

x

y

11. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà MN, åñëè M(–1; 7), N(0; –1). 
Îòâåò: _________________.

12. Çàïèøèòå îðäèíàòó öåíòðà îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (x – 1)2  y2  3. 
Îòâåò: _________________.

13. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2  y2 – 2x  6y – 6  0. 
Îòâåò: _________________.

14. Íàéäèòå óãîë íàêëîíà ê ïîëîæèòåëüíîé îñè x ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì  
x  y – 3  0. 
Îòâåò: _________________.

15. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD çàäàíû êîîðäèíàòû òðåõ åãî âåðøèí: A(–3; 0); C(4; 1) 
è D(0; –3). Íàéäèòå êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû B.
Îòâåò: _________________.

16. Íàéäèòå äëèíû äèàãîíàëåé AC è BD â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. 
Îòâåò: _________________.

17. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè 
x y

y x

2 2 9

3 0

+ =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

?
Îòâåò: _________________.

18. Ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y  kx  b. Íàéäèòå çíà÷åíèå b ïðè óñëîâèè, ÷òî äàí-

íàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé y
x

= +
2

4  è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(–1; –5). 

Îòâåò: _________________.

19. Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ óñòàíîâèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè a ñèñòåìà 

y x x

y a

= − −
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 2 8 ,

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ.
Îòâåò: _________________.
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7.  Геометрия
З н а т ь :  

Ум е т ь :  

-

-

7.1.  Геометрические фигуры и  их свойства.  
Измерение геометрических величин

7.1.1.  Начальные понятия геометрии

Точка, прямая, плоскость
Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà èìååò ÷åòêîå îïðå-

äåëåíèå — îïèñàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîé ñòâà 
ôèãóðû. 
Íå èìåþò îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûå ôèãóðû ãåîìåòðèè: 

Òî÷êè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèí-
ñêèìè áóêâàìè: A, B, C, D, E è ò. ä. 

Ïðÿìûå îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè áóêâàìè ëàòèíñêî-
ãî àëôàâèòà: a, b, c, m è ò. ä., à ïëîñêîñòè — ñòðî÷-
íûìè áóêâàìè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà: , ,  è ò. ä. 

Ïðÿìàÿ áåñêîíå÷íà. Ïëîñêîñòü áåñêîíå÷íà.
Òî÷êè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ïðÿìîé, à ìîãóò åé íå 

ïðèíàäëåæàòü. Íà ðèñ. 7.1 òî÷êè C è D ïðèíàäëåæàò 
ïðÿìîé a, ïèøóò: C  a, D  a (÷èòàþò: «Òî÷êà C ïðè-
íàäëåæèò ïðÿìîé a»). Òî÷êè A, B è E íå ïðèíàäëåæàò 
ïðÿìîé a, ïèøóò: A  a (  — íå ïðèíàäëåæèò). 

C
D

a

E

A
B

Ðèñ. 7.1 

m

α

b

γ

Ðèñ. 7.2 
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Ïðÿìàÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïëîñêîñòè èëè åé íå ïðèíàäëåæàòü. Ïðÿìàÿ m 
íà ðèñ. 7.2 ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè  (ïèøóò: m  ,  — çíàê ïðèíàäëåæíîñòè 
äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê). Ïðÿìàÿ b íå ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè : b  . 

Åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò äâóì ïðÿìûì îäíîâðåìåííî, ò. å. åñëè ïðÿìûå èìå-
þò îäíó îáùóþ òî÷êó, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ. 

Òî÷êà M — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a è b (ðèñ. 7.3). 
×åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è òîëüêî îäíó.
Ïîýòîìó èíîãäà ïðÿìûå îáîçíà÷àþò äâóìÿ ïðî-

ïèñíûìè áóêâàìè, íàïðèìåð AB, ïðÿìàÿ MN 
è ò. ä. 

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè:
1. Åñëè ïðÿìûå èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, òî îíè 

ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå è íàçûâàþòñÿ ïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ (ðèñ. 7.3). 

2. Åñëè ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, îíè íàçû-
âàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè (ðèñ. 7.4). Ïèøóò: a  b. 

3. Åñëè ïðÿìûå èìåþò äâå (è áîëåå) îáùèå òî÷êè, 
îíè ñîâïàäàþò (ðèñ. 7.5). 

Отрезок. Полупрямая (луч). Полуплоскость
Îòðåçîê — ýòî ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîñòîèò 

èç âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé, ëåæàùèõ ìåæäó äâóìÿ 
åå òî÷êàìè. Ýòè òî÷êè íàçûâàþò êîíöàìè îòðåçêà 
(ðèñ. 7.6). 

Îòðåçîê îáîçíà÷àåòñÿ óêàçàíèåì åãî êîíöîâ, íàïðèìåð îòðåçîê AB. 
Î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòîðîé ïðÿìîé. 

Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íà ïðÿìîé:
1. Òî÷êà C ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è B (ðèñ. 7.7).  
2. Òî÷êè A è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B, 

àíàëîãè÷íî òî÷êè C è B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó 
îò òî÷êè A. 

3. Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà ïðÿìîé l è çàäàþò îòðåçêè AC, BC è AB. 

Äëÿ èçìåðåíèÿ îòðåçêîâ ñëóæàò ðàçëè÷íûå èíñòðóìåíòû. Ïðîñòåéøèé èç 
íèõ — ëèíåéêà ñ äåëåíèÿìè. 

Äëèíà îòðåçêà — ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî êîíå÷íûìè òî÷êàìè. 
Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êîòîðûå åãî ðàçáèâàåò êàæäàÿ 

åãî òî÷êà. 
Íàïðèìåð, MN  MP  PN (ðèñ. 7.8). 
Äëèíà îòðåçêà — âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ. 
Ïîëóïðÿìàÿ (ëó÷) — ýòî ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ 

ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé, ëåæàùèõ ïî îäíó 
ñòîðîíó îò äàííîé òî÷êè. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ íà÷à-
ëîì ïîëóïðÿìîé (èëè ëó÷à), èëè íà÷àëüíîé òî÷êîé. 

Ïîëóïðÿìûå îáîçíà÷àþò äâóìÿ ïðîïèñíûìè 
áóêâàìè, íàïðèìåð PA, ãäå ïåðâàÿ áóêâà — ýòî íà-
÷àëî ïîëóïðÿìîé (ëó÷à) (ðèñ. 7.9). 

Èíîãäà ïîëóïðÿìûå (ëó÷è) îáîçíà÷àþò òàê æå, êàê 
è ïðÿìûå, ò. å. ñòðî÷íûìè áóêâàìè: a, b, k è ò. ä. 

a
M b

Ðèñ. 7.3 

a

b
Ðèñ. 7.4 

m
n

A B

Ðèñ. 7.5 

A B
Ðèñ. 7.6 

A C B l
Ðèñ. 7.7 

P
M N

Ðèñ. 7.8 

A
P

a

Ðèñ. 7.9 
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Ïîëóïðÿìûå îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, èìåþùèå 
îáùóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó, íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûìè, íàïðèìåð ëó÷è KA è KB (ðèñ. 7.10).

Àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî òî÷êà ðàçáèâàåò ïðÿìóþ 
íà äâå äîïîëíèòåëüíûå ïîëóïðÿìûå, ïðÿìàÿ ðàç-
áèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. 

Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: åñëè êîíöû îòðåçêà ëåæàò â îäíîé ïîëó-
ïëîñêîñòè, òî îòðåçîê íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, à åñ-
ëè â ðàçíûõ — îòðåçîê ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ. Íà 
ðèñ. 7.11 îòðåçîê AB ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ m, îòðåçîê 
PK íå ïåðåñåêàåò (ðèñ. 7.11).

Угол. Треугольник
Óãîë — ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè — âåðøèíû óãëà, è äâóõ ðàçëè÷íûõ ëó-

÷åé, âûõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè, — ñòîðîí óãëà. 
Ñïîñîáû îáîçíà÷åíèÿ óãëà:

1. P (îáîçíà÷àåòñÿ òîëüêî âåðøèíà) (ðèñ. 7.12).
2. ABC (îáîçíà÷àþòñÿ ñòîðîíû è âåðøèíà. Íàçâàíèå òî÷êè, îáîçíà÷àþùåé âåð-

øèíó, ñòàâÿò ïîñåðåäèíå) (ðèñ. 7.13).
3. (mn) (îáîçíà÷àþò ëó÷è, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè) (ðèñ. 7.14). 

P

A

B C

m

n
Ðèñ. 7.12 Ðèñ. 7.13 Ðèñ. 7.14 

Óãëû èçìåðÿþò â ãðàäóñàõ. Äëÿ èçìåðåíèÿ óãëîâ èñïîëüçóþò òðàíñïîðòèð. 
Óãîë, ñòîðîíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëü-

íûìè äðóã ê äðóãó ëó÷àìè, íàçûâàþò ðàçâåðíó-
òûì. Åãî ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîñòàâëÿåò 180
(ðèñ. 7.15). 

Òðåóãîëüíèê — ýòî ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ 
òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è òðåõ îòðåç-
êîâ, ïîïàðíî ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè (ðèñ. 7.16).

Òî÷êè — âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A, B, C. 
Îòðåçêè — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà: AB, BC è AC. 
Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ 

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû è ñîîòâåòñòâåííûå 
óãëû (ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ëåæàò ïðîòèâ ñîîò-
âåòñòâåííûõ óãëîâ) (ðèñ. 7.17).

Íà ÷åðòåæå ðàâíûå îòðåçêè îáîçíà÷àþò ðàâíûì 
êîëè÷åñòâîì øòðèõîâ, ðàâíûå óãëû — ðàâíûì êî-
ëè÷åñòâîì äóæåê. 

Åñëè MNK  PQR, òî MN  PQ; NK  QR è MK 
 PR; M  P, N  Q, K  R. 

З а д а ч а  1 . Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. 
Èçâåñòíî, ÷òî AB  8 ñì; BC  10 ñì. Êàêîé ìîæåò 
áûòü äëèíà îòðåçêà AC? 

K
A B

Ðèñ. 7.10 

K

B

A

P

m

Ðèñ. 7.11 

180°

A O B
Ðèñ. 7.15 

A

B

C
Ðèñ. 7.16 

M

N

K

P

Q

R
Ðèñ. 7.17 



7. Геометрия230

Ðåøåíèå: 
Â çàäà÷å íå óêàçàíî, êàê èìåííî ðàñïîëîæåíû òî÷êè íà ïðÿìîé. Âîçìîæíû 

ñëó÷àè: 
à) Òî÷êà B ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è C. Òîãäà AC  AB  BC  8  10  18 (ñì) 

(ðèñ. 7.18). 
á) Òî÷êà A ëåæèò ìåæäó B è C. Òîãäà BC  AB  AC, ò. å. AC  10 – 8  2 (ñì) 

(ðèñ. 7.19). 
â) Òî÷êà C ëåæèò ìåæäó A è B, íî ýòî íåâîçìîæíî, ò. ê. BC  AB (ðèñ. 7.20). 

8 10A

B

C

8

10

B A C C

8

10

A B

Ðèñ. 7.18 Ðèñ. 7.19 Ðèñ. 7.20 
Îòâåò: 18 ñì èëè 2 ñì. 
З а д а ч а  2 . Äàíû ðàâíûå òðåóãîëüíèêè: ABC  XOY. Çàïèñàòü ðàâíûå ñòîðîíû 
è óãëû. 

Ðåøåíèå: 
AB  XO; BC  OY; AC  XY; A  X; B  O; C  Y. 

Определения, аксиомы, теоремы
Îïðåäåëåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîé 

ôèãóðû. 
Äàòü îïðåäåëåíèå — ýòî îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÷òî ýòî òàêîå? 
Íàïðèìåð, åñëè ãîâîðÿò: «Äàéòå îïðåäåëåíèå òðåóãîëüíèêà», ýòî îçíà÷àåò 

îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÷òî òàêîå òðåóãîëüíèê? Òðåóãîëüíèê — ýòî ôèãóðà, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è òðåõ îòðåçêîâ, ïîïàðíî èõ 
ñîåäèíÿþùèõ. 

Àêñèîìà — ýòî ïåðâîíà÷àëüíîå óòâåðæäåíèå ãåîìåòðèè, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ 
âåðíûì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ñ ïîìîùüþ àêñèîì âûâîäÿòñÿ äàëüíåéøèå óòâåðæ-
äåíèÿ. 

Èç àêñèîì è îïðåäåëåíèé âûâîäÿò óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþò òåîðåìàìè. 
Òåîðåìà — ýòî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ. 
Ïðàâèëüíîñòü óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð óñòàíàâëèâà-

åòñÿ ïóòåì ðàññóæäåíèé, êîòîðûå íàçûâàþò äîêàçàòåëüñòâîì. 
Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ — óñëîâèå òåîðåìû. 

Â íåé ãîâîðèòñÿ, ÷òî äàíî. Âòîðàÿ — çàêëþ÷åíèå òåîðåìû. Â íåé ãîâîðèòñÿ, ÷òî 
èìåííî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü. 

Íàïðèìåð, òåîðåìó î âåðòèêàëüíûõ óãëàõ: «Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû» ìîæ-
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: «Åñëè óãëû âåðòèêàëüíûå, òî îíè ðàâíû». Óñëîâèå: 
«óãëû âåðòèêàëüíûå». Çàêëþ÷åíèå: «îíè ðàâíû». 

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèÿ, àêñèîìû è ðà-
íåå äîêàçàííûå òåîðåìû. Íèêàêèìè ñâîéñòâàìè ôèãóð, äàæå åñëè îíè êàæóòñÿ 
î÷åâèäíûìè, ïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ, ÷åðòåæ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êàê èë-
ëþñòðàöèÿ.

×àñòî èç òåîðåìû âûâîäÿòñÿ åùå íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé. Ýòè óòâåðæäåíèÿ 
íàçûâàþò ñëåäñòâèÿìè. 

З а д а ч а  3 . Íà ïðÿìîé îòìå÷åíû òî÷êè O, M è N òàê, ÷òî OM  16 ñì; ON  7 ñì. 
Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ OM è ON, åñëè: 
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à) òî÷êà O ëåæèò íà îòðåçêå MN; á) òî÷êà O íå ëåæèò íà îòðåçêå MN. 
Ðåøåíèå: 

à) Ïóñòü òî÷êà O ëåæèò íà îòðåçêå MN (ðèñ. 7.21).  
Äàíî: O  MN; MA  AO; OB  BN. Íàéòè AB. 

Òî÷êà A — ñåðåäèíà îòðåçêà MO, òîãäà AO 
 MA  16 : 2  8 (ñì). 

Òî÷êà B — ñåðåäèíà îòðåçêà NO, òîãäà OB  BN  7 : 2  3,5 (ñì).
Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ MO è ON, ò. å. AB  AO 

 OB  8  3,5  11,5 (ñì). 
á) Ïóñòü òî÷êà O íå ëåæèò íà îòðåçêå MN (ðèñ. 7.22). 

Äàíî: O  MN; OA  OM; OB  BN. Íàéòè: AB. 
Òî÷êà A — ñåðåäèíà OM è OA  AM  8 (ñì). 
Òî÷êà B — ñåðåäèíà ON è OB  BN  3,5 (ñì). 
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ â ýòîì ñëó÷àå: AB  OA – OB 

 8 – 3,5  4,5 (ñì). 
Îòâåò: à) 11,5 ñì; á) 4,5 ñì. 
З а д а ч а  4 . Óãîë AOB ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ óãëà AOC. AOC  112 . AOB  3 BOC. 
Íàéòè AOB. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü BOC  x, òîãäà AOB  3x (ðèñ. 7.23). 
Åñëè ëó÷ äåëèò óãîë íà äâà óãëà, òî ãðàäóñíàÿ 

ìåðà âñåãî óãëà ðàâíà ñóììå ãðàäóñíûõ ìåð ýòèõ 
óãëîâ (àêñèîìà èçìåðåíèÿ óãëîâ).

Òî åñòü BOC  AOB  AOC; x  3x  112;  
4x  112; BOC  x  28; AOB  3x  84. 
Îòâåò: 84 . 

7.1.2.  Угол. Прямой угол. Острые и  тупые углы. Вертикальные и  смежные углы. 
Биссектриса угла и  ее свойства

Óãîë — ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè (âåðøèíû) è äâóõ ëó÷åé 
(ñòîðîí), âûõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè. 

Çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ óãëà ïðèíèìàþò ãðàäóñ — óãîë, ðàâíûé 
1

180
 ÷àñòè 

ðàçâåðíóòîãî óãëà. 
1

60
 ãðàäóñà íàçûâàåòñÿ ìèíóòîé, îáîçíà÷àåòñÿ « ». 

1

60
 ìèíóòû íàçûâàåòñÿ ñåêóíäîé, îáîçíà÷àåòñÿ « ». 

Íàïðèìåð, 3 27 15  — òðè ãðàäóñà, 27 ìèíóò, 15 ñåêóíä. 
Âèäû óãëîâ

Ðàçâåðíóòûé Ïðÿìîé

180°

OA B
AOB  180

90°
C

A

B
ABC  90

O

A BM N

Ðèñ. 7.21 

A
NB

O M

Ðèñ. 7.22 

C

A
B

O
Ðèñ. 7.23 
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Îñòðûé Òóïîé

n

m

0   (mn)  90

b

a

90   (ab)  180

Смежные углы
Äâà óãëà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè ó íèõ îä-

íà ñòîðîíà îáùàÿ, à äðóãèå ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûìè ëó÷àìè (ðèñ. 7.24). 

Òàê, (ab) è (bc) — ñìåæíûå, ëó÷ c — îáùèé. Ëó-
÷è a è c — äîïîëíèòåëüíûå ïîëóïðÿìûå (ðèñ. 7.24). 

Ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà 180 .
Ñëåäñòâèÿ:

1. Åñëè äâà óãëà ðàâíû, òî ñìåæíûå ñ íèìè óãëû òîæå ðàâíû. 
2. Åñëè óãîë íå ðàçâåðíóòûé, òî åãî ãðàäóñíàÿ ìåðà ìåíüøå 180 . 
3. Óãîë, ñìåæíûé ñ ïðÿìûì, òàêæå ïðÿìîé. 

З а д а ч а  1 . Íàéòè ñìåæíûå óãëû, åñëè îäèí èç íèõ íà 20  áîëüøå äðóãîãî (ðèñ. 7.25). 
Ðåøåíèå: 

∠ =
∠ = +

⎫
⎬
⎭

( )

( )

mk x

nk x 20
 (mk)  (nk)  180  

(ïî òåîðåìå î ñìåæíûõ óãëàõ). 
x  x  20   180 ; 2x  160 ; x  80 ;  

x  20   100 . (mk)  80 , (kn)  100 . 
Îòâåò: 80  è 100 . 

Вертикальные углы
Äâà óãëà íàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè, åñëè ñòî-

ðîíû îäíîãî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè 
ïîëóïðÿìûìè ê ñòîðîíàì äðóãîãî óãëà. a è a

1
; b 

è b
1
 — äîïîëíèòåëüíûå ïîëóïðÿìûå (ðèñ. 7.26). 

Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû.
Òî åñòü 1  3; 2  4. 
Ñëåäñòâèå. Åñëè îäèí èç óãëîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè 

ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ, ðàâåí 90 , òî ïðÿìûå 
ïåðïåíäèêóëÿðíû (ðèñ. 7.27): 

1  2  3  90 . 

З а д а ч а  2 . Îäèí èç óãëîâ, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ, 
â 5 ðàç áîëüøå äðóãîãî. Íàéòè óãëû, ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ. 

Ðåøåíèå: 
Äâà óãëà, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïðè ïåðåñå÷åíèè 

äâóõ ïðÿìûõ, ëèáî ñìåæíûå, ëèáî âåðòèêàëüíûå. 
Èñêîìûå óãëû íå ðàâíû, çíà÷èò, îíè íå âåðòèêàëü-
íûå, à ñìåæíûå. Íàïðèìåð, 1 è 2 (ðèñ. 7.28). 

Ïóñòü 1  x, òîãäà 2  5x. Ïî òåîðåìå î ñìåæíûõ óãëàõ: 1  2  180 ;  
x  5x  180 ; x  30 ; 5x  150 . 1  30 ; 2  150 . 

Ïî òåîðåìå î âåðòèêàëüíûõ óãëàõ: 3  1  30 ; 4  2  150 . 
Îòâåò: 30 , 150 , 30 , 150 . 

ca

b

Ðèñ. 7.24 

nm x x+20

k

Ðèñ. 7.25 

1
2

3
4

a b
1

a
1

b

Ðèñ. 7.26 

90°
1

2 3

Ðèñ. 7.27 

1
2

3
4

Ðèñ. 7.28 
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З а д а ч а  3 . Ñóììà óãëîâ, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ, ðàâ-
íà 72 . Íàéòè ýòè óãëû. 

Ðåøåíèå: 
Èñïîëüçóåì ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà-

÷è. Ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà 72 . Ýòî íå ìîãóò áûòü 
ñìåæíûå óãëû (èõ ñóììà 180 ), çíà÷èò, ýòî óãëû 
âåðòèêàëüíûå, à îíè ðàâíû (ðèñ. 7.29): 

1  2  72  : 2  36 . 
Îòâåò: 36 . 

Áèññåêòðèñà óãëà — ëó÷, êîòîðûé âûõîäèò èç 
âåðøèíû óãëà è äåëèò åãî ïîïîëàì (ðèñ. 7.30):

(ab)  (bc). 

З а д а ч а  4 . Íàéòè óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ (ðèñ. 7.31). 
Ðåøåíèå: 

Áèññåêòðèñà — ëó÷, êîòîðûé äåëèò óãîë ïîïîëàì. 
Ñëîæèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâà:

+
∠ = ∠

∠ = ∠

∠ + ∠ = ∠ + ∠

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

mb ab

nb bc

mb nb ab bc

1

2
1

2

1

2

 

Íî (mb)  (nb)  (mn), à (ab)  (bc)  180  (ïî òåîðåìå î ñìåæíûõ óãëàõ). 

Ïîëó÷èì: ∠ = ⋅ ° = °( ) .mn
1

2
180 90

Îòâåò: 90 . 
З а д а ч а  5 . Íàéòè óãîë ìåæäó áèññåêòðèñîé è ïðîäîëæåíèåì îäíîé èç ñòîðîí óãëà, 
ðàâíîãî 140 (ðèñ. 7.32). 

Ðåøåíèå: 
m — áèññåêòðèñà, ïîýòîìó (mb)  140  : 2  70 . 

Íî (mb) è èñêîìûé (b
1
m) — ñìåæíûå, èõ ñóììà 

180 . Òîãäà (b
1
m)  180  – 70   110 . 

Îòâåò: 110 . 

7.1.3.  Прямая. Параллельность и  перпендикулярность прямых

Ïðÿìàÿ — îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ãåîìåòðèè, åå ïîíÿòèå ëèøü êîñâåííî 
îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæ-
íî ïðîâåñòè ëèøü îäíó ïðÿìóþ. 

Перпендикулярные прямые
Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, 

åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 90 (ðèñ. 7.33): 
a  b; (ab)  90 . 

1 2

Ðèñ. 7.29 

c

a

b

Ðèñ. 7.30 

ca

m b

n

Ðèñ. 7.31 

b
1

b

a m

Ðèñ. 7.32 

b

a

Ðèñ. 7.33 
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Углы с параллельными или перпендикулярными сторонами
1. Äëÿ óãëîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè ñïðàâåäëèâî: 

à) a  m; b  n;  á) a  m; b  n;  â) a  m; b  n; 
   1  2  1  2  2  180  – 1

   

1

2

b

a

n

m

  

1

2

b

a

n

m

  

1

2

b

a

n

m

Åñëè ñòîðîíû a è b îäíîãî óãëà ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì m 
è n äðóãîãî óãëà, òî óãëû ðàâíû èëè äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî ðàçâåðíóòîãî 
(èõ ñóììà 180 ). 

2. Àíàëîãè÷íî óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè ðàâíû èëè 
äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî ðàçâåðíóòîãî (èõ ñóììà ðàâíà 180 ):

 à) a  m; b  n; 1  2;  á) a  m; b  n; 1  2  180 . 

   

1
2 b

an

m

   

1

2 b

a

n

m

Параллельные прямые
Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè 

îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå ïåðåñåêàþòñÿ 
(ðèñ. 7.34). 

Àêñèîìà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ: ÷åðåç òî÷êó 
âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïà-
ðàëëåëüíóþ äàííîé, è òîëüêî îäíó (ðèñ. 7.35). 

K  m; K  a; m  a, m — åäèíñòâåííàÿ. 
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíî-

ñòè ïðÿìûõ, ðàññìîòðèì, êàê íàçûâàþòñÿ óãëû, 
îáðàçîâàííûå ïðè ïåðåñå÷åíèè ñåêóùåé äâóõ ïðÿ-
ìûõ. 

Ïóñòü a è b — ïðÿìûå, c — ñåêóùàÿ (ïåðåñåêàåò 
a è b) (ðèñ. 7.36). Òîãäà ïàðû óãëîâ èìåþò íàçâàíèÿ: 

âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå: 2 è 5 èëè 3 
è 8;
âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå: 2 è 8 èëè 3 
è 5; 

 1 è 5; 2 è 6; 4 è 8 èëè 
3 è 7. 

a

b

a  b

Ðèñ. 7.34 

a

m K
Ðèñ. 7.35 

4 1
2

3

8 5
67

ac

b

Ðèñ. 7.36 
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Признаки параллельности прямых
1. Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè a  c 

è b  c, òî a  b (ðèñ. 7.37). 
2. Äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàåìûå òðåòüåé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 7.38), åñëè:

à) âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ðàâíû: åñëè 2  8 èëè 3  5,  
òî a  b; 

á) ñóììà âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 180 , ò. å. åñëè 3  8 
180  èëè 2  5  180 , òî a  b; 

â) ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû: åñëè 4  8; 3  7; 1  5 èëè 2  6, 
òî a  b.

3. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû òðåòüåé ïðÿìîé, òî îíè ïàðàëëåëüíû 
(ðèñ. 7.39). Åñëè a  m è b  m, òî a  b. 

a

c

b

4 1
23

8 5
67

a

c

b

am

b

Ðèñ. 7.37 Ðèñ. 7.38 Ðèñ. 7.39 

З а д а ч а  1 . Ïðÿìûå a è b ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìîé c (ðèñ. 7.40). Äîêàçàòü, ÷òî a  b, åñëè: 
1) 1  33 ; 6  147 ; 2) 4  6; 3) 7  45 ; 8  3  1. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 

1) 
∠ = ∠ = °
∠ = ∠ = °

⎫
⎬
⎭

1 3 33

6 8 147
 êàê âåðòèêàëüíûå. Òîãäà 3  8  33   147   180 , à ýòî 

âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû. Ñëåäîâàòåëüíî, 
a  b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

2) 4  2, à 6  8 êàê âåðòèêàëüíûå, çíà÷èò, 
2  8, à ýòî âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå 

óãëû, a  b ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ. 
3) 7  45 , òîãäà 5  7  45  (âåðòèêàëüíûå), íî 

8  5  180  (ñìåæíûå), çíà÷èò, 8  180  – 45  

 135 . 8  3  1, ò. å. ∠ = ∠ = ⋅ ° = °1
1

3
8

1

3
135 45 .

1  3  45  (âåðòèêàëüíûå). 
Ïîëó÷èëè, ÷òî 3  5  45 , à ýòî âíóòðåííèå 

íàêðåñò ëåæàùèå óãëû, çíà÷èò, a  b ïî ïðèçíàêó 
ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ. 
З а д а ч а  2 . Ïóñòü ABCD — ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê, òî÷êè M, N, K è P — ñåðåäèíû ñòîðîí 
AB, BC, CD è AD ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 7.41). Äîêà-
çàòü, ÷òî MN  PK.

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ðàññìîòðèì ABC. MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ò. å. 

îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà. 

4 1
23

8 5
67

a

c

b

Ðèñ. 7.40 

A
B

C

D

M

N

K

P

Ðèñ. 7.41 
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Ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà MN  AC. 
Àíàëîãè÷íî â ACD: PK — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ è PK  AC. Ïîëó÷èëè, ÷òî MN  

AC è PK  AC, ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ MN  PK, ÷òî è òðåáîâàëîñü 
äîêàçàòü. 

Свойства параллельных прямых
1. a  b. 
 Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé (ðèñ. 7.42), òî: 

à) âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ðàâíû: 3  5; 4  6; 
á) ñóììà âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 180 , 4  5  180  è 3 

 6  180 ; 
â) ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû: 1  5; 2  6; 3  7 è 4  8. 

2. Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî îíà 
ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé (ðèñ. 7.43). Åñëè a  b è a  m, òî b  m. 

3. Åñëè äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû äâóì ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïðÿìûì, òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû (ðèñ. 7.44). Åñëè a  b è a  n,  
b  m, òî m  n. 

4
1 2
3

8
5 6
7

a

c

b

a
m

b

a m

n
b

Ðèñ. 7.42 Ðèñ. 7.43 Ðèñ. 7.44 

З а д а ч а  3 . Ïî äàííûì ðèñ. 7.45 íàéòè óãîë x. 
Ðåøåíèå: 

1  69  (âåðòèêàëüíûé ñ äàííûì óãëîì). 
1  111   69   111   180 , à ýòî âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû. Çíà÷èò, 

ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíîñòè a  b ñ ñåêóùåé c. 
Ðàññìîòðèì a  b, ãäå d — ñåêóùàÿ. 

2  105 , ò. ê. ýòî âåðòèêàëüíûå óãëû. 
x  2  105  êàê ñîîòâåòñòâåííûå (ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ). 

З а д а ч а  4 . Äâà òåëà P
1
 è P

2
 ïîäâåøåíû íà êîíöàõ òðîñà, ïåðåêèíóòîãî ÷åðåç áëîêè 

B è D. Òðåòüå òåëî P
3
 ïîäâåøåíî íà òîì æå òðîñå â òî÷êå C è óðàâíîâåøèâàåò 

òåëà P
1
 è P

2
 (AB  CK  DE) (ðèñ. 7.46). 

1) Äîêàçàòü, ÷òî BCD  ABC  CDE. 
2) Íàéòè ABC, åñëè BCD  80 , CDE  27 .

1 2

105°69°

111°
x

a

dc

b

A

B

C

D

E

K

P
1 P

2

P
3

A

B

C

D

EK

1 2

Ðèñ. 7.45 Ðèñ. 7.46 Ðèñ. 7.47 
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Ðåøåíèå: 
1) BCD  1  2, íî 1  ABC è 2  CDB, ïîñêîëüêó AB  CK  DE (ïî 

ñâîéñòâó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ðàâ-
íû). Òîãäà BCD  1  2  ABC  CDE, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü 
(ðèñ. 7.47). 

2) BCD  ABC  CDE, òîãäà ABC  BCD – CDE  80  – 27   53 . 
Îòâåò: 53 . 

7.1.4.  Отрезок. Свойство серединного перпендикуляра к отрезку.  
Перпендикуляр и  наклонная к прямой

Îòðåçîê — ýòî ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç 
âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé, ëåæàùèõ ìåæäó äâóìÿ åå 
òî÷êàìè. Ýòî òî÷êè — êîíöû îòðåçêà (ðèñ. 7.48). 

Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé — ýòî îòðåçîê, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûé äàííîé ïðÿìîé, îäèí èç êîíöîâ 
êîòîðîãî ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé. Ýòîò êîíåö íàçû-
âàþò îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà. 

AB  m, AB — ïåðïåíäèêóëÿð, òî÷êà B — îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà (ðèñ. 7.49). 

Èç ëþáîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé, ìîæíî 
îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð íà ýòó ïðÿìóþ, è ïðèòîì 
òîëüêî îäèí. 

Èíîãäà â çàäà÷àõ íåîáõîäèìî íàéòè ðàññòîÿíèå 
îò òî÷êè äî ïðÿìîé. 

Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ 
äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà 
ïðÿìóþ (ðèñ. 7.50). 

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè — 
ýòî ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè îäíîé ïðÿìîé äî 
äðóãîé ïðÿìîé, ò. å. äëèíà îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà 
ê äâóì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì (ðèñ. 7.51). 

a  b; MN  a è MN  b. MN — ðàññòîÿíèå 
ìåæäó a è b. 

Îòðåçîê AB, ãäå òî÷êà A íå ëåæèò íà ïðÿìîé 
a, à òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé a, íàçûâàåòñÿ íà-
êëîííîé, êîòîðàÿ ïðîâåäåíà èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ 
a, åñëè îòðåçîê AB íå ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé a. 
Òî÷êà B — îñíîâàíèå íàêëîííîé AB, BH — ïðî-
åêöèÿ íàêëîííîé AB íà ïðÿìóþ a. Î÷åâèäíî, ÷òî 
ABH — ïðÿìîóãîëüíûé (AH  a) (ðèñ. 7.52).

Свойства перпендикуляра и наклонной
1. Íàêëîííàÿ, ïðîâåäåííàÿ èç òî÷êè ê ïðÿìîé, 

âñåãäà áîëüøå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííî-
ãî èç ýòîé æå òî÷êè, è áîëüøå ñâîåé ïðîåêöèè 
(ðèñ. 7.53). AC  AB è AC  BC. 

A B

Ðèñ. 7.48 

A

Bm
Ðèñ. 7.49 

A

B

a d

Ðèñ. 7.50 

a M

Nb
Ðèñ. 7.51 

A

HB
a

Ðèñ. 7.52 

A

CB
Ðèñ. 7.53 
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2. Åñëè ðàâíû íàêëîííûå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé 
òî÷êè, òî ðàâíû è èõ ïðîåêöèè è íàîáîðîò 
(ðèñ. 7.54). Òî åñòü åñëè AC  AK, òî BC  BK, 
è åñëè BC  BK, òî AC  AK. 

3. Åñëè èç îäíîé òî÷êè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, 
òî áîëüøàÿ íàêëîííàÿ èìååò áîëüøóþ ïðîåê-
öèþ, ìåíüøàÿ íàêëîííàÿ — ìåíüøóþ ïðîåêöèþ 
(ðèñ. 7.55). Åñëè AC  AD, òî BC  BD è îáðàòíî: 
åñëè BC  BD, òî AC  AD.

З а д а ч а  1 . Èç òî÷êè M ê ïðÿìîé a ïðîâåëè ïåðïåíäèêóëÿð MK è íàêëîííóþ 
MA. Óãîë ìåæäó íàêëîííîé è ïðÿìîé ðàâåí 30 . Ñóììà äëèí íàêëîííîé 
è ïåðïåíäèêóëÿðà — 12 ñì. Íàéòè äëèíó ïðîåêöèè íàêëîííîé íà ïðÿìóþ a 
(ðèñ. 7.56). 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü MK  x, òîãäà MA  2x, ò. ê. â ïðÿìî-

óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå MKA (MK  AK), MA — ãè-
ïîòåíóçà, MK — êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30  
è ðàâíûé ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû (ðèñ. 7.56). Òîãäà  
x  2x  12; 3x  12; x  4; 2x  8.

MK  4 ñì; MA  8 ñì. Ïî òåîðåìå Ïèôàãî-
ðà: AK2  MA2 – MK2  82 – 42  64 – 16  48; 
AK 48 4 3.

Îòâåò: 4 3  ñì. 
З а д а ч а  2 . Èç îäíîé òî÷êè ê ïðÿìîé ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, äëèíû êîòîðûõ 
îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 6. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, åñëè ïðîåêöèè íà-
êëîííûõ ðàâíû 4 ñì è 3 3  ñì (ðèñ. 7.57).

Ðåøåíèå: 
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé — ýòî äëèíà ïåð-

ïåíäèêóëÿðà AB. Èç ýòîé æå òî÷êè ïðîâåëè äâå íà-
êëîííûå AD  AC. Ïóñòü AD  6 x, AC  5x. Áîëü-
øåé íàêëîííîé ñîîòâåòñòâóåò áîëüøàÿ ïðîåêöèÿ, 
3 3 4,  ïîýòîìó BC  4; BD 3 3.

ACB è ABD — ïðÿìîóãîëüíûå (AB  CD) ñ îá-
ùèì êàòåòîì AB. 

Èç ABD: AB AD BD x x2 2 2 2
2

26 3 3 36 27= − = − ( ) = −( ) .
Èç ABC: AB2  AC2 – BC2  (5x)2 – 42  25x2 – 16. 
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 36x2 – 27  25x2 – 16; 11x2  11; x  1 (x  0). 
AB2  25x2 – 16  25 – 16  9; AB  3. 

Îòâåò: 3 ñì. 

Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó — ýòî 
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó ýòîãî îòðåçêà 
è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íåìó (ðèñ. 7.58). 

Êàæäàÿ òî÷êà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà 
ê îòðåçêó ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà. 

Êàæäàÿ òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò êîíöîâ îòðåç-
êà, ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê íåìó 
(ðèñ. 7.59).

A

KC B

Ðèñ. 7.54 

A

DC B

Ðèñ. 7.55 

30°a

x 2x

M

AK
Ðèñ. 7.56 

A

DC B
Ðèñ. 7.57 

A B

a

Ðèñ. 7.58 

A B

X

Y

a

Ðèñ. 7.59 
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Åñëè a — ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB, òî 
AX  XB (X  a) èëè AY  YB (Y  a). Îáðàòíî: 
åñëè AX  XB, òî X  a (ðèñ. 7.59). 

З а д а ч а  3 . Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC 
òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷ êå D. 
Íàéòè AC, åñëè BD  9,6 ñì, AD  5,4 ñì (ðèñ. 7.60).

Ðåøåíèå: 
BK — ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð, òîãäà DB 

 DC  9,6 ñì. 
AC  AD  DC  5,4  9,6  15 (ñì).

Îòâåò: 15 ñì. 
З а д а ч а  4 . Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå 
AB ðàâíîáåäðåííîãî ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC 
â òî÷êå E. Ïåðèìåòð AEC ðàâåí 45 ñì, AB  25 ñì. 
Íàéòè îñíîâàíèå AC.

Ðåøåíèå: 
Ïî ñâîéñòâó ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà êàæ-

äàÿ òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ îòðåçêà, ò. å.  
AE  BE (ðèñ. 7.61). 
P AEC  AE  EC  AC, òîãäà AC  P AEC – (AE  EC). 

Íî AE  BE, òîãäà AC  P AEC – (BE  EC) 
 P AEC – BC  P AEC – AB  45 – 25  20. 

Îòâåò: 20 ñì. 

7.1.5.  Понятие о геометрическом месте точек

Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê (ÃÌÒ) ïëîñêîñòè 
íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê ïëî-
ñêîñòè, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, 
ïðè÷åì: 

-
íî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì; 

-
çàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ôèãóðå. 

ÃÌÒ â ïëàíèìåòðèè: 
1. Îêðóæíîñòü — ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâ-

íîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè (öåíòðà). Êàæäàÿ 
òî÷êà îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè îò 
öåíòðà, ðàâíîì ðàäèóñó. Íèêàêàÿ äðóãàÿ òî÷êà 
ïëîñêîñòè ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò (ðèñ. 7.62). 

2. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó — ãåîìå-
òðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ 
äàííûõ òî÷åê (ðèñ. 7.63). 

Åñëè AO  OB è l  AB, 
òî AD  DB; AC  CB, AM  MB è ò. ä. 

3. Áèññåêòðèñà óãëà — ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-
÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòîðîí óãëà (ðèñ. 7.64). 
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 BO — áèññåêòðèñà ABC. 
 Òîãäà DO  AB è OE  BC; DO  OE; O

1
P  AB, 

O
1
K  BC; PO

1
  O

1
K.

4. Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå äàííîé, — ãåîìå-
òðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäàëåííûõ îò äàííîé 
ïðÿìîé a íà ðàññòîÿíèå d, — ýòî ïðÿìûå m è n 
(ðèñ. 7.65). 

Метод геометрических мест

Ñóùíîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
x, óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì çàäàííûì óñëîâèÿì;

F
1
 — ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó óñëî-

âèþ, à ôèãóðà F
2
 — ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó 

óñëîâèþ;
x — òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îíè îäíîâðåìåííî ïðè-

íàäëåæàò ôèãóðàì F
1
 è F

2
.

З а д а ч а  1 . Äàíû òî÷êè A, B è C. Ïîñòðîèòü òî÷êó x, êîòîðàÿ îäèíàêîâî óäàëåíà 
îò òî÷åê A è B è íàõîäèòñÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè C (ðèñ. 7.66).

Ðåøåíèå: 
Èñêîìàÿ òî÷êà x óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

1) îíà îäèíàêîâî óäàëåíà îò òî÷åê A è B. Ãåîìåòðè-
÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèì ýòîìó 
óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ 
îòðåçêó AB è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó (ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB);

2) òî÷êà x äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà äàííîì ðàññòîÿ-
íèè îò òî÷êè C. Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, 
óäîâëåòâîðÿþùèì âòîðîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ 
îêðóæíîñòü ðàäèóñà R  xC ñ öåíòðîì â òî÷ - 
êå C. Èñêîìàÿ òî÷êà x (à òî÷íåå, x

1
 è x

2
) ëåæèò 

íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñò.
Ïðèìå÷àíèå. Â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê A, B è C äàííàÿ çàäà÷à 
ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ (åñëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå C è ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð íå èìåþò îáùèõ òî÷åê) èëè èìåòü îäíî ðåøåíèå (åñëè 
îêðóæíîñòü è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, ò. å. 
êàñàþòñÿ).
З а д а ч а  2 . Ñòîðîíû óãëà M êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì r. Íàé-
òè MO, åñëè r  10 ñì, M  60 (ðèñ. 7.67).

Ðåøåíèå:
Ïî ñâîéñòâó äâóõ êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç 

îäíîé òî÷êè, áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó êàñàòåëü-
íûìè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð. Òîãäà OMB  30 , 

MBO  90  (ðàäèóñ OB ïðîâåäåí â òî÷êó êàñàíèÿ 
è ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé). Â MOB êàòåò 
OB ëåæèò ïðîòèâ óãëà 30 , îí ðàâåí ïîëîâèíå ãè-
ïîòåíóçû, çíà÷èò, MO  10  2  20 (ñì).
Îòâåò: 20 ñì.
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7.1.6.  Преобразование плоскости. Движение. Симметрия
Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè:

Движение
Äâèæåíèå — ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå 

ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.
Ñâîéñòâà äâèæåíèÿ:

1. Äâà äâèæåíèÿ, âûïîëíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî, 
ñíîâà äàþò äâèæåíèåì.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå äâèæåíèþ, òîæå ÿâ-
ëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

3. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé, ïåðåõîäÿò â òî÷êè, 
ëåæàùèå íà ïðÿìîé, è ñîõðàíÿåòñÿ ïîðÿäîê èõ 
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

4. Ïðè äâèæåíèè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå, ëó-
÷è — â ëó÷è, îòðåçêè — â îòðåçêè.

5. Ñîõðàíÿþòñÿ óãëû ìåæäó ïîëóïðÿìûìè.
Âèäû äâèæåíèÿ:

Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè
Ïóñòü O — ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, òî÷êà M — 

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà (ðèñ. 7.69).
Îòëîæèì íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà MO çà òî÷-

êó O îòðåçîê OM
1
  OM. Ïîëó÷èì òî÷êó M

1
. Ýòà 

òî÷êà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.
Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ 

åå òî÷êà M ïåðåõîäèò â ñèììåòðè÷íóþ åé òî÷êó M
1
 

îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, èëè öåí-
òðàëüíîé ñèììåòðèåé.

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî 
òî÷êè O ïåðåâîäèò ôèãóðó â ñåáÿ, òî ôèãóðà íà-
çûâàåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé, à òî÷êà O — 
öåíòðîì ñèììåòðèè (ðèñ. 7.70).

Ïðèìåðû öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôèãóð

Îêðóæíîñòü Ïàðàëëåëîãðàìì

M
1

O
M

A
1

B
1

A

O

B

O — öåíòð ñèììåòðèè Öåíòð ñèììåòðèè — òî÷êà ïðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé
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З а д а ч а  1 . Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷- 
êå A(2; –1) îòíîñèòåëüíî (ðèñ. 7.71): 
à) íà÷àëà êîîðäèíàò; 
á) òî÷êè Q(1; 1).

Ðåøåíèå: 
à) îòëîæèì íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà MO îòðåçîê M

1
O 

òàêîé, ÷òî MO  M
1
O. Ïîëó÷èì òî÷êó M

1
(–2; 1);

á) ïðîäîëæèì îòðåçîê MQ, îòëîæèì MQ  QM
2
;

ïîëó÷èì òî÷êó M
2
(0; 3).

Îòâåò: M
1
(–2; 1); M

2
(0; 3).

Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
Ïóñòü l — ôèêñèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ. Òî÷êà A — 

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì AA
1
  l 

è AB  BA
1
. Òî÷êà A

1
 ñèììåòðè÷íà òî÷êå A îòíîñè-

òåëüíî ïðÿìîé l (ðèñ. 7.72).
Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ 

åå òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A
1
, ñèììåòðè÷íóþ îò-

íîñèòåëüíî ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíè-
åì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l, èëè îñåâîé 
ñèììåòðèåé.

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî 
ïðÿìîé l ïåðåâîäèò ôèãóðó â ñåáÿ, òî ôèãóðà íà-
çûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l, 
à ïðÿìàÿ l — îñüþ ñèììåòðèè (ðèñ. 7.73).

Ïðèìåðû ôèãóð, èìåþùèõ îñü ñèììåòðèè

Îêðóæíîñòü Êâàäðàò

l
3

l
4

l
2l

1

Èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îñåé 
ñèììåòðèè (ëþáîé äèàìåòð ÿâëÿåòñÿ 
îñüþ ñèììåòðèè)

Èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè

Ïðÿìîóãîëüíèê Ðîìá Òðåóãîëüíèê

l
2

l
1

l
2

l
1

l
2

l
3

l
1

Èìååò äâå îñè ñèììå-
òðèè

Èìååò äâå îñè ñèììå-
òðèè

Èìååò òðè îñè ñèììå-
òðèè

–2 –1

20
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Ïîâîðîò
Ïóñòü O — ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, A — ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 

(ðèñ. 7.74). Çàäàí óãîë  è íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà — ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè 
ïðîòèâ íåå. Îòëîæèì îò ëó÷à OA â çàäàííîì íà-
ïðàâëåíèè AOA

1
   è AO  OA

1
. Òî÷êà A

1
 — îáðàç 

òî÷êè A ïðè ïîâîðîòå òî÷êè O íà óãîë  â çàäàííîì 
íàïðàâëåíèè.

Ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè O íà óãîë  
â çàäàííîì íàïðàâëåíèè (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè 
ïðîòèâ íåå) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, 
ïðè êîòîðîì òî÷êà A îòîáðàæàåòñÿ â òàêóþ òî÷-
êó A

1
, ÷òî OA  OA

1
, AOA

1
   è óãîë îòëîæåí â çà-

äàííîì íàïðàâëåíèè.

З а д а ч а  3 . Ïîñòðîèòü ôèãóðó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò 
ïðÿìîóãîëüíûé ABC ïðè ïîâîðîòå ïðîòèâ ÷àñîâîé 
ñòðåëêè íà 90 .

Ðåøåíèå: 
Ïðè ïîâîðîòå íà 90  ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè 

ïðÿìîóãîëüíûé ABC ïåðåéäåò â ïðÿìîóãîëüíûé 
A

1
B

1
C

1 
(ðèñ. 7.75).

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàëëåëü-

íûé ïåðåíîñ, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷êó A(x; y) 
â òî÷êó A

1
(x

1
; y

1
), çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè: x

1
  x  A; 

y
1
  y  B.
Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ 

òî÷êà A(x; y) ïåðåõîäèò â òî÷êó A
1
(x  A; y  B), ãäå 

A è B — îäíè è òå æå ÷èñëà äëÿ âñåõ òî÷åê ïëîñêî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.

З а д а ч а  4 . Äàíà ôèãóðà ABCDE. Ïîñòðîèòü ôèãóðó 
A

1
B

1
C

1
D

1
E

1
, â êîòîðóþ îíà ïåðåõîäèò ñ ïîìîùüþ 

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, çàäàííîãî ôîðìóëàìè: 
x

1
  x  3; y

1
  y  10.

Ðåøåíèå:
A(1; 3)  A

1
(4; –7)

B(3; 8)  B
1
(6; –2)

C(6; 6)  C
1
(9; –4)

D(4; 5)  D
1
(7; –5)

E(6; 1)  E
1
(9; –9)

Ïîëó÷èì ôèãóðó A
1
B

1
C

1
D

1
E

1 
(ðèñ. 7.76).

З а д а ч а  5 . Òî÷êà A(–2; 4) ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå 
ïåðåøëà â òî÷êó A

1
(3; –1). Â êàêóþ òî÷êó ïðè ýòîì 

æå ïåðåíîñå ïåðåéäåò òî÷êà M(–5; –1)?
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì ôîðìóëó ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, åñëè 
òî÷êà A(–2; 4) ïåðåøëà â òî÷êó A

1
(3; –1). 

A  3 – (–2)  5; B  –1 – 4  –5;
x

1
  x  5; y

1
  y – 5.

60°

A
1

A

O

Ðèñ. 7.74 

A
1

C
1

B
1

A

BC

O

90°

Ðèñ. 7.75 

A
1

C
1

D
1

E
1

B
1

A

B

C

D

E

–3

–6

0 3 6

6

3

y

Ðèñ. 7.76 
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Òîãäà òî÷êà M ïåðåéäåò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè xM1
5 5 0= − + =   

è yM1
1 5 6= − − = − .

Îòâåò: M
1
(0; –6).

7.2.  Треугольник

7.2.1.  Высота, медиана, биссектриса, средняя линия треугольника;  
точки пересечения серединных перпендикуляров, биссектрис,  
медиан, высот или их продолжений

Высота
Âûñîòîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøè-

íû òðåóãîëüíèêà ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (ðèñ. 7.77—
7.79).

Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ìîæíî ïðîâåñòè òðè âûñîòû.
Âûñîòû òðåóãîëüíèêà èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà 

òî÷êà íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà.
Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå îðòîöåíòðà â çàâèñèìîñòè îò âèäà òðåóãîëüíèêà. 

Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò íàõîäèòñÿ âíóòðè îá-
ëàñòè òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.80).

Â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âûñî-
òû, íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.81).

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåòû ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè (ðèñ. 7.82).
AC — âûñîòà ê ñòîðîíå AB, BC — âûñîòà ê ñòîðîíå AC, AC — âûñîòà ê ñòîðîíå 
BC, òî÷êà C — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò.

A

B

CH

B

CH

B

CH A
Ðèñ. 7.77 Ðèñ. 7.78 Ðèñ. 7.79 

A

B

C

BC

O

A

A

BC
Ðèñ. 7.80 Ðèñ. 7.81 Ðèñ. 7.82 
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Медиана
Ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñî-

åäèíÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ ñåðåäèíîé 
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû. Â òðåóãîëüíèêå ìîæíî 
ïðîâåñòè òðè ìåäèàíû: AK, BM è CN (ðèñ. 7.83).

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé 
òî÷êå. Îáû÷íî ýòó òî÷êó îáîçíà÷àþò áóêâîé G (îò 
àíãë. gravity — ñèëà òÿæåñòè). Òî÷êó G íàçûâàþò 
öåíòðîì òðåóãîëüíèêà, èëè öåíòðîì ìàññ.

Свойство медианы треугольника
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà äåëèò 

êàæäóþ ìåäèàíó â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà:
BG : GM  2 : 1; CG : GN  2 : 1; AG : GK  2 : 1.

Биссектриса
Áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòðåçîê 

áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùèé âåð-
øèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû (ðèñ. 7.84).

Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñû ïåðåñåêàþò-
ñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé â òðå-
óãîëüíèê îêðóæíîñòè.
AM, BN, CK — áèññåêòðèñà ABC (ðèñ. 7.85).
Òî÷êà O — öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæ-
íîñòè.

Ñâîéñòâî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà
Áèññåêòðèñà óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ïðîòè-

âîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëü-
íûå ïðèëåãàþùèì ñòîðîíàì (ðèñ. 7.86):

BD
DC

AB
AC

.

Серединный перпендикуляр
Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð — ïðÿìàÿ, ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 
ê íåìó. 

Â òðåóãîëüíèêå ìîæíî ïðîâåñòè ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê êàæäîé ñòîðîíå. Ýòè òðè ñåðåäèííûõ 
ïåðïåíäèêóëÿðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òî÷êà 
ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ — öåíòð 
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà 
(ðèñ. 7.87).

З а д а ч а  1 . Áèññåêòðèñà ïðîâåäåíà ê áîêîâîé ñòî-
ðîíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà è äåëèò åå íà 
îòðåçêè 25 ñì è 30 ñì, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, ïðîòèâî-
ëåæàùåé îñíîâàíèþ. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

A

B

CM

GN K

Ðèñ. 7.83 

A

B

CK

OM N

Ðèñ. 7.84 

A

B

C

K

O

M

N

Ðèñ. 7.85 

A

D

B

C
Ðèñ. 7.86 

A

B

C

O

Ðèñ. 7.87 
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Ðåøåíèå: 
AB  BC  55 ñì. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû:

BD
DC

AB
AC

;  
25

30

55

AC
; AC =

⋅
=

30 55

25
66.   

P ABC  55  55  66  176 (ñì) (ðèñ. 7.88).
Îòâåò: 176 ñì.
З а д а ч а  2 . Îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 
áîëüøå åãî áîêîâîé ñòîðîíû íà 9 ñì. Ðàññòîÿíèå îò 
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí äî îñíîâàíèÿ òðåóãîëü-
íèêà ðàâíî 3 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:
ABC — ðàâíîáåäðåííûé, è ìåäèàíà BD ÿâëÿåò-

ñÿ âûñîòîé (ðèñ. 7.89), ò. å. BD  AC, çíà÷èò, OD — 
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí äî îñíîâà-
íèÿ. Ïî ñâîéñòâó ìåäèàí BO : OD  2 : 1; òîãäà BO 
 6 ñì; BD  6  3  9 ñì. Ïóñòü AD  x, òîãäà AC  2x, íî áîêîâàÿ ñòîðîíà íà 

9 ñì ìåíüøå, ò. å. AB  2x – 9. Èç ABD ( ABD  90 ) ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:
AB2  AD2  BD2; (2x – 9)2  x2  92; 4x2 – 36x  81  x2  81; 3x2 – 36x  0;  

x  0 (íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó) èëè x  12; AC  2x  24; AB  BC  2x – 9  15;
P  15  15  24  54 (ñì).

Îòâåò: 54 ñì.
З а д а ч а  3 . Êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 
18 ñì, à òî÷êà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ýòîìó êàòåòó, 
óäàëåíà îò ãèïîòåíóçû è äðóãîãî êàòåòà íà 8 ñì. 
Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.90).

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ABC — ïðÿìîóãîëüíûé, åãî êàòåò BC  

18 ñì. Òî÷êà K  BC. Òî÷êà K óäàëåíà îò ãèïî-
òåíóçû è äðóãîãî êàòåòà íà 8 ñì, ýòî çíà÷èò, ÷òî  
CK  AC è KM  AB è CK  KM  8 ñì. Òî÷êà K ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí 
óãëà A, çíà÷èò, AK — áèññåêòðèñà ýòîãî óãëà. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû: 
CK
KB

AC
AB

;  KB  18 – 8  10 (ñì); 
AC
AB

8

10

4

5
.  Ïóñòü AC  4x, AB  5x, òîãäà 

BC  3x (åãèïåòñêèé òðåóãîëüíèê). 3x  18; x  6, òîãäà AC  4  6  24. Òîãäà 

S
AC BC

ABCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

24 18

2
216  (ñì2). Îòâåò: 216 ñì2.

7.2.2.  Равнобедренный и  равносторонний треугольники.  
Свойства и  признаки равнобедренного треугольника

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí âûäåëÿþò òàêèå âèäû òðåóãîëüíèêîâ:

A

B

C

ðàçíîñòîðîííèé — âñå 
åãî ñòîðîíû ðàçíûå

ðàâíîáåäðåííûé — 
ðàâíû äâå ñòîðîíû

ðàâíîñòîðîííèé (ïðàâèëü-
íûé) — âñå ñòîðîíû ðàâíû

25

30

A

D

B

C
Ðèñ. 7.88 

3
O

A

B

C

M

D
Ðèñ. 7.89 

8

8

A

BC K

M

Ðèñ. 7.90 
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Равнобедренный треугольник
Â ABC ñòîðîíû AB è BC ðàâíû, ò. å. îí ðàâíîáåäðåííûé. Ýòè ðàâíûå ñòî-

ðîíû (AB è BC) íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè, à òðåòüÿ ñòîðîíà (AC) — îñíîâàíèåì 
òðåóãîëüíèêà.

Ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîãî  
òðåóãîëüíèêà

Ïðèçíàêè ðàâíîáåäðåííîãî  
òðåóãîëüíèêà

A

B

⇒

C A

B

C
AB  BC  A  B

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå 
óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû 

A

B

C A

B

C

⇒

A  B  AB  BC
Åñëè â òðåóãîëüíèêå äâà óãëà ðàâíû, 
òî ýòîò òðåóãîëüíèê — ðàâíîáåäðåí-
íûé 

1
2

A D D

B

C A

B

C

⇒

AB  BC è AD  DC  AB  BC,  
1  2; BD  AC

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ìå-
äèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâ-
ëÿåòñÿ âûñîòîé è áèññåêòðèñîé 

1
2

A D D

B

C A

B

C A

⇔ ⇔

1
2

A D D

B

C A

B

C

⇔ ⇔

AD  DC è BD  AC  1  2,  
AC  BD  1  2,  
AD  DC  AB  BC

Åñëè â òðåóãîëüíèêå ñîâïàäàþò:
à) âûñîòà è ìåäèàíà; 
á) âûñîòà è áèññåêòðèñà; 
â) ìåäèàíà è áèññåêòðèñà, 
òî òðåóãîëüíèê — ðàâíîáåäðåííûé 

Ïðèìå÷àíèå. Òåîðåìû, çàïèñàííûå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òàáëèöû, ÿâëÿ-
þòñÿ íàãëÿäíûì ïðèìåðîì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òåîðåì (ò. å. òåîðåì, â êîòîðûõ 
óñëîâèå è çàêëþ÷åíèå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè). 
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Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà:
1. Áèññåêòðèñû óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ðàâíû (ðèñ. 7.91). 
 Åñëè AB  BC, òî AK  CM, ãäå AK è CK — áèññåêòðèñû, ò. å. 1  2  3  4. 
2. Ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê áîêîâûì ñòîðîíàì, ðàâíû (ðèñ. 7.92).
 Åñëè AM  MB  BN  NC, òî AN  CM. 
3. Âûñîòû, ïðîâåäåííûå ê áîêîâûì ñòîðîíàì, ðàâíû (ðèñ. 7.93). 
 Åñëè AB  BC è AN  BC è CM  AB, òî CM  AN. 

1
2 4

3

K

A

M

B

C A

NM

B

C A

NM

B

C
Ðèñ. 7.91 Ðèñ. 7.92 Ðèñ. 7.93 

Равносторонний (правильный) треугольник 
Òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû, íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì: 

AB  BC  AC. 

Ñâîéñòâà ðàâíîñòîðîííåãî  
òðåóãîëüíèêà

Ïðèçíàêè ðàâíîñòîðîííåãî  
òðåóãîëüíèêà

A

B

C
Åñëè AB  BC  AC, òî 

A  B  C  60 .
Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå âñå 
óãëû ðàâíû (ïî 60 )

A

B

C
Åñëè óãëû òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîé (ïî 60 ), òî òðåóãîëüíèê — 
ðàâíîñòîðîííèé. Åñëè A  B  C 
 60 , òî AB  BC  AC

A

B

CD
Âûñîòà, ìåäèàíà è áèññåêòðèñà, ïðî-
âåäåííûå ê ëþáîé ñòîðîíå ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ñîâïàäàþò. 
Åñëè AB  BC  AC, òî BD — âûñîòà, 
ìåäèàíà è áèññåêòðèñà

A

B

CD
Åñëè â òðåóãîëüíèêå âûñîòà, ìåäèà-
íà è áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííûå ê ëþ-
áîé ñòîðîíå, ðàâíû, òî ýòîò òðåóãîëü-
íèê — ðàâíîñòîðîííèé.
Åñëè BD — âûñîòà, ìåäèàíà è áèñ-
ñåêòðèñà, òî AB  BC  AC
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Ñâîéñòâà ðàâíîñòîðîííåãî  
òðåóãîëüíèêà

Ïðèçíàêè ðàâíîñòîðîííåãî  
òðåóãîëüíèêà

A

B

CD

M N

Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ìå-
äèàíû (áèññåêòðèñû, âûñîòû) ðàâíû 
ìåæäó ñîáîé. 
Åñëè AB  BC  AC, òî AN  BD  CM

A

B

CD

M N

Åñëè òðè ìåäèàíû (áèññåêòðèñû, âû-
ñîòû) òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó 
ñîáîé, òî ýòîò òðåóãîëüíèê — ðàâíî-
ñòîðîííèé. 
Åñëè BD  AN  CM, òî AB  BC  AC

З а д а ч а  1 . Âûñîòà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 12 3.  Íàéòè ïåðèìåòð òðå-
óãîëüíèêà (ðèñ. 7.94). 

Ðåøåíèå: 
Ðàññìîòðèì ABD ( ADB  90 ). Ïóñòü AD  x, 

òîãäà AC  2x è AB  2x (BD — âûñîòà è ìåäèàíà). 
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 

AB2  AD2  BD2; ( ) ;2 12 32 2
2

x x= + ( )  4x2  x2 
 432; x  12 (x  0). P  3  AB  3  12  36 (ñì). 

Îòâåò: 36 ñì. 
З а д а ч а  2 . Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãîë, îá-
ðàçîâàííûé âûñîòîé, ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ, 
è áèññåêòðèñîé óãëà ïðè îñíîâàíèè, ðàâåí 55 . 
Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.95). 

Ðåøåíèå: 
Ðàññìîòðèì AOD ( ADO  90 ), AOD  55 , ò. ê. 

ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà 180 , òî OAD  180  – 
– (90   55 )  35 . 

A  2  AOD  70  (AM — áèññåêòðèñà). 
C  A  70  (óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåí-

íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû). 
B  180  – (70   70 )  40 . 

Îòâåò: 70 , 40 , 70 . 
З а д а ч а  3 . Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, 
îïóùåííàÿ íà áîêîâóþ ñòîðîíó, äåëèò åå íà äâà îò-
ðåçêà 7 ñì è 18 ñì, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, ïðîòèâîïî-
ëîæíîé îñíîâàíèþ. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü AB  BC, AD  BC, BD  7 ñì; DC  18 ñì; 

AB  BC  25 (ñì) (ðèñ. 7.96). Ðàññìîòðèì ABD 
( ADB  90 ). Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: AD2  AB2 – 
– BD2  252 – 72  625 – 49  576; AD  24.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå: 

S
BD AD

ABCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

24 25

2
300  (ñì2). 

Îòâåò: 300 ñì2. 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

A

B

C

2x

12√3

x
D

Ðèñ. 7.94 

55°

A

M

D

O

B

C
Ðèñ. 7.95 

25

7

18

A

B

C

D

Ðèñ. 7.96 
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7.2.3.  Прямоугольный треугольник. Теорема Пифагора

Прямоугольный треугольник
Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè 

ó íåãî îäèí óãîë ïðÿìîé (ðèñ. 7.97).
Ñòîðîíà, ïðîòèâîëåæàùàÿ ïðÿìîìó óãëó, íàçûâà-

åòñÿ ãèïîòåíóçîé, äâå äðóãèå ñòîðîíû — êàòåòàìè. 
Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà:

1. Ñóììà îñòðûõ óãëîâ ðàâíà 90 : A  B  90 . 
2. Ãèïîòåíóçà áîëüøå êàòåòà: c  a, c  b. 
3. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30 , ðàâåí ïîëîâè-

íå ãèïîòåíóçû: a c
1

2
(ðèñ. 7.98).

4. Åñëè îäèí èç îñòðûõ óãëîâ 45 , òî òðåóãîëüíèê — ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìî-
óãîëüíûé (ðèñ. 7.99). 

5. Ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû è ðàâíà ðàäè-

óñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà: m
c

RC 2
. (ðèñ. 7.100).

30°

a

b
c

45°

45°

a
mc

b

c
Ðèñ. 7.98 Ðèñ. 7.99 Ðèñ. 7.100 

З а д а ч а  1 . Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé a, åñëè äëèíà íàêëîííîé, ïðî-
âåäåííîé ê ïðÿìîé èç ýòîé òî÷êè, ðàâíà 10 ñì è íàêëîíåíà îíà ê ïðÿìîé ïîä 
óãëîì 30 . 

Ðåøåíèå: 
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé — ïåðïåíäèêó-

ëÿð, ïðîâåäåííûé èç ýòîé òî÷êè ê ïðÿìîé. BM  a 
(ðèñ. 7.101). BM — èñêîìîå ðàññòîÿíèå. 

AMB — ïðÿìîóãîëüíûé, AM — ãèïîòåíó-
çà, MB — êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30 , 

BM AM
1

2
5  (ñì). 

Îòâåò: 5 ñì. 

Теорема Пифагора
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ãèïîòå-

íóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ: 

c2  a2  b2 

Îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðî-
íàìè a, b è c âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå c2  a2  b2, 
òî óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ ñòîðîíû c, — ïðÿìîé. 

A

BC
a

b c

Ðèñ. 7.97 

30°

10

M

B
a

A
Ðèñ. 7.101 

a

b

c

Ðèñ. 7.102 
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Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 3, 4, è 5 íàçûâàåòñÿ åãèïåòñêèì, óãîë ìåæäó ñòî-
ðîíàìè 3 è 4 — ïðÿìîé, ò. ê. 52  32  42. 

Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ: 
1. Äèàãîíàëü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a: d a 2.(ðèñ. 7.103).

2. Ãèïîòåíóçà ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: c a 2 (ðèñ. 7.104).

3. Âûñîòà ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà: h
a 3

2
(ðèñ. 7.105).

ad

a  

a

a

c
a

a

h
a

Ðèñ. 7.103 Ðèñ. 7.104 Ðèñ. 7.105 

Пропорциональные отрезки в прямоугольном треугольнике
Ïóñòü âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî 

óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà hc, äåëèò ãèïî-
òåíóçó íà îòðåçêè m è n (m  n  c). 
m — ïðîåêöèÿ êàòåòà a íà ãèïîòåíóçó c; 
n — ïðîåêöèÿ êàòåòà b íà ãèïîòåíóçó c (ðèñ. 7.107). 

Âåëè÷èíû a, b, c, hc, m è n ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè 
ñîîòíîøåíèÿìè:
1. Êâàäðàò êàæäîãî êàòåòà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãè-

ïîòåíóçû íà ïðîåêöèþ ýòîãî êàòåòà íà íåå: 
a2  cm; b2  cn. 

2. Êâàäðàò âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 
ïðîåêöèé êàòåòîâ íà ãèïîòåíóçó: 

h2  mn. 
3. Ïðîèçâåäåíèå êàòåòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû íà âûñîòó, ïðîâåäåí-

íóþ ê íåé: 
ah  hc. 

З а д а ч а  2 . Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, 
ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà 15 ñì, à êàòåòû 
îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4. Íàéòè êàòåòû òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ìåäèàíà mc  15 ñì, êîãäà ãèïîòåíóçà c  2mc 

 2  15  30 (ñì) (ðèñ. 7.107).
Êàòåòû a : b  3 : 4. Ïóñòü a  3x, b  4x, òîãäà 

ãèïîòåíóçà c  5x (òðåóãîëüíèê åãèïåòñêèé). 5x 
 30; x  6; a  6  3  18 (ñì); b  6  4  24 (ñì). 

Îòâåò: 18 ñì; 24 ñì. 
З а д а ч а  3 . Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, äå-
ëèò åå íà îòðåçêè 18 ñì è 32 ñì. Íàéòè äëèíó îòðåçêîâ, íà êîòîðûå äåëèò ýòó 
âûñîòó áèññåêòðèñà áîëüøåãî îñòðîãî óãëà òðåóãîëüíèêà. 

a b

c
m n

hc

Ðèñ. 7.106 

mc

a

b

c

Ðèñ. 7.107 
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Ðåøåíèå: 
Èìååì AD  18; DB  32; òîãäà ïî òåîðåìàì 

î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ: AC2  AD  AB  18 
 (18  32)  18  50  900; AC  30. CD2  18  32 
 576; CD  24; CB2  32  (18  32)  1600; CB  40 

(ðèñ. 7.108). 
Íàéäåì äëèíó îòðåçêîâ, íà êîòîðûå äåëèò âûñî-

òó CD áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ èç óãëà A (óãîë A 
ëåæèò ïðîòèâ áîëüøåãî êàòåòà CB, çíà÷èò,  

A  B) (ðèñ. 7.109).
Ïóñòü OD  x, òîãäà CO  24 – x. Ïî ñâîéñòâó 

áèññåêòðèñû:
CO
OD

AC
AD

;  
24 30

18

−
=

x
x

;  
24 5

3

−
=

x
x

;  

72 – 3x  5x; 8x  72; x  9.
OD  9; CO  24 – 9  15. 

Îòâåò: 9 ñì; 15 ñì. 
З а д а ч а  4 . Ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà ïðîâåëè âûñîòó è ìåäèàíó, ðàññòîÿíèå ìåæäó 
îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ðàâíî 7 ñì. Âû÷èñëèòü ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ìåäèàíà ðàâíà 25 ñì. 

Ðåøåíèå: 
ABC — ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, C  90 , 

CD  AB, CM — ìåäèàíà (ðèñ. 7.110). DM  7; CM 
 25, òîãäà ãèïîòåíóçà âäâîå áîëüøå, ò. å. AB  50 (ñì). 

Èç CDM ( CDM  90 ) ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
CD2  CM2 – DM2  252 – 72  242; CD  24. Òîãäà: 

S
AB CD

ABCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

50 24

2
600  (ñì2). 

Îòâåò: 600 ñì2. 
З а д а ч а  5 . Äèàãîíàëü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ñ îñíîâà-
íèÿìè 25 ñì è 39 ñì ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé îñòðîãî 
óãëà. Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè. 

Ðåøåíèå: 
ABCD — òðàïåöèÿ, ãäå AB  CD (ðèñ. 7.111). 

AC — áèññåêòðèñà A, ïîýòîìó 1  2. Íî 2 
 3 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC  AD 

è ñåêóùåé AC. Òîãäà 1  3, ò. å. ABC — ðàâíî-
áåäðåííûé, ò. ê. óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, ò. å. 
AB  BC  25. 

Èìååì òðàïåöèþ ñî ñòîðîíàìè: AB  BC  CD  25; 
AD  39 (ðèñ. 7.112).

Ïðîâåäåì âûñîòó BM  AD è CN  AD. 

Î÷åâèäíî, ÷òî AM
AD BC

=
−

=
−

=
2

39 25

2
7.

Èç ABM ( AMB  90 ) ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
BM2  AB2 – AM2  252 – 72  242; BM  24.
Îòâåò: 24 ñì. 

18 32

C

DA B
Ðèñ. 7.108 

30

18

2
4
–
x

24

A D

x

O

C

Ðèñ. 7.109 

D M

25

7
A

C

B
Ðèñ. 7.110 

25

39
2
1

3

A D

B C

Ðèñ. 7.111 

25

2525

39A D

B

M N

C

Ðèñ. 7.112 
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З а д а ч а  6 . Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû óãëà ïðÿìîóãîëüíèêà, äå-
ëèò åãî äèàãîíàëü íà îòðåçêè, ðàçíîñòü ìåæäó êîòîðûìè ñîñòàâëÿåò 7 ñì. Íàéòè 
ïåðèìåòð è ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà 12 ñì. 

Ðåøåíèå: 
BD  AC, AD  x, DC  x  7; BD  12.

Èñïîëüçóåì òåîðåìû î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåç-
êàõ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ( ABC — ïðÿ-
ìîóãîëüíûé) (ðèñ. 7.113).

BD2  AD  DC; x(x  7)  122; x2  7x – 144  0; 
x

1
  9; x

2
  –16 (íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó çàäà÷è).  

AD  9; DC  16; AC  9  16  25. 
Òîãäà AB2  AD  AC  9  25; AB = ⋅ =9 25 15;

BC2  DC  AC  16  25; BC = ⋅ =16 25 20;
PABCD  2(AB  BC)  2  (15  20)  70 (ñì).

SABCD  AB  BC  15  20  300 (ñì2). 
Îòâåò: 70 ñì; 300 ñì2. 

7.2.4.  Признаки равенства треугольников

Äâå ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ ìîæ-
íî ñîâìåñòèòü íàëîæåíèåì.

Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ 
ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ðàâíû è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óãëû ðàâíû (ðèñ. 7.114):

ABC  PQR  A  P; B  Q; 
C  R; AB  PQ; AC  PR è BC  QR. 

Ñâîéñòâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ:
1. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâíû âñå ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýëåìåíòû (óãëû, ñòîðîíû, ìåäèàíû, âûñî-
òû è ò. ä.). 

2. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ 
ëåæàò ðàâíûå ñòîðîíû, à ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí 
ëåæàò ðàâíûå óãëû. 
Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïîçâîëÿþò 

óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ áåç íàëîæå-
íèÿ èõ äðóã íà äðóãà, à ñðàâíèâàÿ òîëüêî íåêîòî-
ðûå ýëåìåíòû. 

Ïåðâûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ — ïî 
äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ñòîðîíàì 
è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå 
òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ðèñ. 7.115).

Åñëè AB  A
1
B

1
; AC  A

1
C

1
 è A  A

1
, òî ABC 

 A
1
B

1
C

1
.

Âòîðîé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ — ïî 
ñòîðîíàì è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì.

x+
712

x

A D

B C

D

Ðèñ. 7.113 

A

B

C

P

Q

R
Ðèñ. 7.114 

A

B

C

A
1

C
1

B
1

Ðèñ. 7.115 
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Åñëè ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ ê íåé óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî 
òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ðèñ. 7.116).

Åñëè AC  A
1
B

1
; A  A

1
 è C  C

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1
. 

Òðåòèé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà — ïî òðåì ñòîðîíàì. 
Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåì ñòîðîíàì 

äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû (ðèñ. 7.117).
Åñëè AB  A

1
B

1
; BC  B

1
C

1
 è AC  A

1
C

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1
. 

A

B

C

A
1

C
1

B
1

A

B

C

A
1

C
1

B
1

Ðèñ. 7.116 Ðèñ. 7.117 

З а д а ч а  1 . Äàíî: AB  AC; 1  2; AB  17 ñì;  
CD  6 ñì. Äîêàçàòü: ABC  ADC. Íàéòè AD, BC. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ïî óñëîâèþ AB  AC, 1  2, ñòîðîíà AC — îá-

ùàÿ  ABÑ  ADC ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 7.118). 

Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðî-
íû ðàâíû: AD  AB  17 ñì; BC  CD  6 ñì. 
Îòâåò: 17 ñì; 6 ñì. 
З а д а ч а  2 . Äàíî: BC  AD; AB  CD. 
Äîêàçàòü: ABC  CDA. 

Äîêàçàòåëüñòâî:
1  2 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè 

AD  BC è ñåêóùåé AC. 
3  4 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè 

AB  CD è ñåêóùåé AC. 
Ñòîðîíà AC — îáùàÿ. 
ABC  CDA ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà 

òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 7.119). 
З а д а ч а  3 . Äàíî: AC  BD; AD  BC. 
Äîêàçàòü: BDC  ACD. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
AC  BD, AD  BC, DC — îáùàÿ ñòîðîíà  DAC 

 CBD ïî òðåòüåìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêîâ. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâåííûå 
óãëû ðàâíû, ïîýòîìó BDC  ACD (ðèñ. 7.120). 

A D

C

B

1

17

2

6

Ðèñ. 7.118 

1
3

2
4

A D

B C

Ðèñ. 7.119 

D C

A B

Ðèñ. 7.120 
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Признаки равенства прямоугольных треугольников
×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, äîñòàòî÷íî íàéòè äâà 

îòëè÷íûõ îò óãëà â 90  ñîîòâåòñòâåííûõ ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ — ñòîðîíà: 
1. Ïî äâóì êàòåòàì.

Åñëè AC  A
1
C

1
 è BC  B

1
C

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1 
(ðèñ. 7.121). 

2. Ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó.
Åñëè AB  A

1
B

1
 è BC  B

1
C

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1
 (ðèñ. 7.122).

3. Ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó.
Åñëè AB  A

1
B

1
 è A  A

1
 (èëè B  B

1
), òî ABC  A

1
B

1
C

1 
(ðèñ. 7.123).

4. Ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó (ïðèëåæàùåìó èëè ïðîòèâîëåæàùåìó).
Åñëè BC  B

1
C

1
 è B  B

1
 èëè BC  B

1
C

1
 è A  A

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1
 (ðèñ. 7.124).

C

A

B

C
1

B
1

A
1

C

A

B

C
1

B
1

A
1

C

A

B

C
1

B
1

A
1

C

A

B

C
1

B
1

A
1

Ðèñ. 7.121 Ðèñ. 7.122 Ðèñ. 7.123 Ðèñ. 7.124 

З а д а ч а  4 . Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A
1
B

1
C

1
 A  A

1
  90 . BD è B

1
D

1
 — áèññåêòðè-

ñû, ïðè÷åì BD  B
1
D

1
, B  B

1
. Äîêàçàòü, ÷òî ABC  A

1
B

1
C

1
.

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ðàññìîòðèì ABD è A

1
B

1
D

1
 (ðèñ. 7.125): A  A

1
  90 , òðåóãîëüíèêè ïðÿ-

ìîóãîëüíûå. B  B
1
, íî BD è B

1
D

1
 — áèññåêòðèñû, òîãäà 1  2  3  4. 

Òî åñòü 1  3 è BD  B
1
D

1
. 

ABD  A
1
B

1
D

1
 ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó.

Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ðàâíû. Ïîëó÷èì AB 
 A

1
B

1
 (èç ðàâåíñòâà ABD  A

1
B

1
D

1
), B  B

1 
(ðèñ. 7.126).

ABC  A
1
B

1
C

1
 ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. 

1 2 3 4

A
1

D
1

C
1

B
1

A

B

CD A
1

C
1

B
1

A

B

C
Ðèñ. 7.125 Ðèñ. 7.126 

7.2.5.  Неравенство треугольника

Êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 
ñóììó äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí (ðèñ. 7.127): 

AB  AC  CB
A

B

C
Ðèñ. 7.127 



7. Геометрия256

Äàííîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà. 
Ñëåäñòâèÿ:

1. Ðàâåíñòâî AB  AC  CB äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåóãîëüíèê âûðîæ-
äåí (òî÷êà C ëåæèò ñòðîãî ìåæäó òî÷êàìè A è B, òî÷êè A, B è C ëåæàò íà 
îäíîé ïðÿìîé). 

A C B
2. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà AB – BC   AC. 

З а д а ч а  1 . a, b è c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, c — öåëîå ÷èñëî. Íàéòè c. 
à) a  8; b  6; c  12; á) a  3,17; b  0,75.

Ðåøåíèå: 
à) Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: c  a  b, c  8 

 6, c  14, íî c  12. Òàê êàê c — öåëîå ÷èñëî, òî  
c  13. 

á) Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: c  a  b, c  3,17 
 0,75; c  3,92. Íî èç îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà 

òðåóãîëüíèêà c  a  b, ò. å. c  3,17 – 0,75;  
c  2,42. Òàê êàê c — öåëîå ÷èñëî, òî îíî ðàâíî 3. 

Îòâåò: à) 13; á) 3. 
З а д а ч а  2 . Äîêàçàòü, ÷òî â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ëþáàÿ 
ñòîðîíà ìåíüøå ñóììû îñòàëüíûõ. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èç íåðà-

âåíñòâà òðåóãîëüíèêà AB  AD  DB; BD  BC  CD, 
îòñþäà AB  AD  BC  CD, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-
êàçàòü (ðèñ. 7.129).

7.2.6.  Сумма углов треугольника. Внешние углы треугольника

Òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà
Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ñóììà óãëîâ ðàâíà 180 (ðèñ. 7.130):

A  B  C  180

Ñëåäñòâèÿ:
1. Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîò-

âåòñòâåííî äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî 
è òðåòüè óãëû ðàâíû. 

2. Ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà õîòÿ áû äâà óãëà îñòðûå. 
3. Âñå óãëû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 60 . 
4. Åñëè îäèí èç óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíè-

êà ðàâåí 60 , ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé. 

З а д а ч а  1 . Íàéòè óãîë B òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè A  , C  3 . 
Ðåøåíèå: 

B  180  – (   3 )  180  – 4  ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà. 
Îòâåò: 180  – 4 .
З а д а ч а  2 . Áèññåêòðèñû óãëîâ A è B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M. 
Íàéòè AMB, åñëè A  56 , B  92 . 

a b

c
Ðèñ. 7.128 

A

D

B

C

Ðèñ. 7.129 

A

B

C
Ðèñ. 7.130 
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Ðåøåíèå: 
AN — áèññåêòðèñà A, ïîýòîìó MAB  56 : 2 
 28 (ðèñ. 7.131). 

BK — áèññåêòðèñà B, ïîýòîìó MBA  92 : 2  46 . 
Èç AMB: AMB  180  – (28   46 )  106 . 
Îòâåò: 106 . 
З а д а ч а  3 . Óãëû òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû 
÷èñëàì 2 : 3 : 5. Íàéòè ýòè óãëû. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü A  2x, B  3x, C  5x, òîãäà ïî òåîðåìå 
î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.1323): 

2x  3x  5x  180; 10x  180; x  18. 
A  2  18  36 ; B  3  18  54 ; C  5  18  90 . 

Îòâåò: 36 ; 54 ; 90 . 
З а д а ч а  4 . Îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà âäâîå ìåíüøå 
âòîðîãî è íà 12  áîëüøå òðåòüåãî. Íàéòè ýòè óãëû. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü A  x, òîãäà âòîðîé óãîë, ò. å. B âäâîå 

áîëüøå, ò. å. B  2x, òðåòèé óãîë, ò. å. C íà 12  
ìåíüøå, ò. å. C  x – 12 (ðèñ. 7.133). Ïî òåîðåìå 
î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà:

A  B  C  180 ; x  2x  x – 12  180;  
x  48; 2x  96; x – 12  36. 

Îòâåò: 48 ; 96 ; 36 . 

Внешний угол треугольника
Âíåøíèì óãëîì òðåóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåð-

øèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, ñìåæíûé ñ óãëîì òðåóãîëü-
íèêà ïðè ýòîé âåðøèíå (ðèñ. 7.134). 

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ 
âíóòðåííèõ óãëîâ, íå ñìåæíûõ ñ íèì. 

1 — âíåøíèé ïðè âåðøèíå C (ðèñ. 7.135). 

1  A  B

Ñëåäñòâèå. Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà áîëüøå 
ëþáîãî âíóòðåííåãî, íå ñìåæíîãî ñ íèì. 

З а д а ч а  5 . Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí 124 . 
Îäèí èç óãëîâ, íå ñìåæíûé ñ íèì, â òðè ðàçà áîëü-
øå âòîðîãî, íå ñìåæíîãî ñ íèì óãëà. Íàéòè óãëû 
òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü A è B — óãëû, íå ñìåæíûå ñ âíåøíèì 

óãëîì BCD ( BCD  124 ) (ðèñ. 7.136). Òîãäà ïî 
òåî ðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà:

A  B  BCD, ò. å. x  3x  124 ;  
x  31; 3x  93. 

C  180  – 124   56  (óãëû C è BCD — ñìåæíûå). 
Îòâåò: 31 ; 93 ; 56 . 

28° 46°
A

N
MK

C

B
Ðèñ. 7.131 

C

B

A
Ðèñ. 7.132 

A

B

xx – 12

2x

C

Ðèñ. 7.133 

âíóòðåííèé
óãîë

âíåøíèé
óãîë

Ðèñ. 7.134 

1

A

B

C
Ðèñ. 7.135 

124°

A

B

C D

x

3x

Ðèñ. 7.136 
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З а д а ч а  6 . Îäèí èç âíåøíèõ óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâåí 112 . Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Â çàäà÷å íå ñêàçàíî, äàí ëè âíåøíèé óãîë ïðè 

âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà èëè ïðè 
îñíîâàíèè. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ:
à) Ïóñòü DAC  112 , âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå 

A, òîãäà B  C, ò. ê. òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåí-
íûé è B  C  112 ; B  C  56 ; A 
 180  – 112   68 (ðèñ. 7.137). 

á) Ïóñòü âíåøíèé óãîë ACM  112  — óãîë ïðè 
îäíîé èç âåðøèí ïðè îñíîâàíèè. Òîãäà C 
 180  – 112   68 ; B  C  68 (ðèñ. 7.138).

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà:
B  A  ACM, ò. å.  

A  ACM – B  112  – 68   44 . 
Îòâåò: 56 , 56  è 68  è 68 , 68  è 44 . 

7.2.7.  Зависимость между величинами сторон и  углов треугольника

1. Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë, ïðîòèâ ìåíü-
øåé ñòîðîíû — ìåíüøèé óãîë. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: â òðåóãîëüíè-
êå ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà (ðèñ. 7.139).

2. Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû, è îáðàòíî: ïðîòèâ 
ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò ðàâíûå ñòîðîíû (ðèñ. 7.140).

3. Ñóììà äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà áîëüøå òðåòüåé ñòîðîíû. Ëþáàÿ ñòîðîíà 
òðåóãîëüíèêà áîëüøå ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ðèñ. 7.141).

 b – c   a  b  c

ab

α β

γ

c

a b

αβ

ab

c
Ðèñ. 7.139 Ðèñ. 7.140 Ðèñ. 7.141 

З а д а ч а  1 . Ìîãóò ëè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíûìè: 
à) 3, 6 è 7; á) 2, 3 è 9; â) 3, 4 è 7? 

Ðåøåíèå: 
à) Ìîãóò, ò. ê. 7  3  6; 7  6 – 3.
á) Íå ìîãóò, ò. ê. 9  2  3. 
â) Íå ìîãóò, ò. ê. 7  3  4. 
З а д а ч а  2 . Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû è òàêèå, ÷òî a  b  c. Ïðîòèâ êàêèõ ñòî-
ðîí ëåæàò óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà 30  è 60 ? 

Ðåøåíèå: 
Âåëè÷èíà òðåòüåãî óãëà ýòîãî òðåóãîëüíèêà: 180  – (30   60 )  90 , ýòî áîëü-

øèé óãîë ýòîãî òðåóãîëüíèêà. 
Îòâåò: óãîë 90  ëåæèò ïðîòèâ ñòîðîíû c; 60  — ïðîòèâ ñòîðîíû b è 30  — ïðî-

òèâ ñòîðîíû a. 

112°
A

B C

D

Ðèñ. 7.137 

112°

A

B C M
Ðèñ. 7.138 
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7.2.8.  Теорема Фалеса

Åñëè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ñòî-
ðîíû óãëà, îòñåêàþò íà îäíîé åãî ñòîðîíå ðàâíûå 
îòðåçêè, òî îíè îòñåêàþò ðàâíûå îòðåçêè è íà äðó-
ãîé åãî ñòîðîíå (ðèñ. 7.142):

Åñëè A
1
A

2
  A

2
A

3
  A

3
A

4
 è A

1
B

1
  A

2
B

2
  A

3
B

3
  A

4
B

4
, 

òî B
1
B

2
  B

2
B

3
  B

3
B

4

 Òåîðåìà âåðíà è â òîì ñëó÷àå, åñëè âìåñòî ñòî-
ðîí óãëà âçÿòü ëþáûå äâå ïðÿìûå a è b. Åñëè m  n 
 p è l

1
  l

2
  l

3
, òî m

1
  n

1
  p

1 
(ðèñ. 7.143).

Пропорциональные отрезки
Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíû 

óãëà, îòñåêàþò îò ñòîðîí óãëà ïðîïîðöèîíàëüíûå 
îòðåçêè (ðèñ. 7.144):

Åñëè BB
1
  CC

1
, òî 

AB
AC

AB
AC

1

1

З а д а ч а  1 . Äàíû îòðåçêè m, n è k. Ïîñòðîèòü îòðåçîê 

x
nk
m

.
Ðåøåíèå: 

Äàíû îòðåçêè (ðèñ. 7.145):
1. Ïîñòðîèì íåðàçâåðíóòûé A. 
2. Íà îäíîé ñòîðîíå óãëà îòëîæèì AB  m è AC  n. 
3. Íà äðóãîé ñòîðîíå óãëà îòëîæèì AB

1
  k. 

4. Ñîåäèíèì òî÷êè B è B
1
, ïîëó÷èì ïðÿìóþ l

1
. 

5. ×åðåç òî÷êó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ l
2
  l

1
, îíà ïåðå-

ñåêàåò ñòîðîíó óãëà AB
1
 â òî÷êå C

1 
(ðèñ. 7.146). 

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ: 
AB
AC

AB
AC

1

1

,  ò. å. 
m
n

k
AC1

;  AC
nk
m1 ,   

ò. å. AC
1
  x è x

nk
m

 — èñêîìûé îòðåçîê. 

Òàêîé îòðåçîê íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðòûì ïðîïîðöèî-
íàëüíûì îòðåçêîì. 

Средняя линия треугольника
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà — îòðåçîê, ñîåäè-

íÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ åãî ñòîðîí (ðèñ. 7.147).
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðå-

äèíû äâóõ äàííûõ ñòîðîí, ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòî-
ðîíå, è åå äëèíà ðàâíà ïîëîâèíå òðåòüåé ñòîðîíû: 

MN  AC è MN AC
1

2
Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò òåîðåìîé î ñðåäíåé 

ëèíèè òðåóãîëüíèêà.

A

A
1

A
3

A
4

A
2

B
1

B
3

B
4

B
2

Ðèñ. 7.142 

a

b

m n p

m
1

l
1

l
2

l
3

n
1 p

1

Ðèñ. 7.143 

A

B

C

B
1

C
1

Ðèñ. 7.144 

m

k

n

Ðèñ. 7.145 

l
1

l
2

A

B

C

B
1

C
1

k

x

rm

Ðèñ. 7.146 

A

M

B

N

C
Ðèñ. 7.147 
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Â òðåóãîëüíèêå ìîæíî ïðîâåñòè òðè ñðåäíèå ëè-
íèè. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî èç 
ñðåäíèõ ëèíèé, ðàâåí ïîëîâèíå ïåðèìåòðà äàííîãî 
òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.148):

P PMNK ABCΔ Δ=
1

2
.

З а д а ч а  2 . Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà 2,5 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà  

m  2,5 ñì. Òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðå-

óãîëüíèêà: m a
1

2
,  ò. å. a  2m  2  2,5  5 (ñì).  

P  3a  3  5  15 (ñì) (ðèñ. 7.149).
Îòâåò: 15 ñì. 
З а д а ч а  3 . Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà îòñåêàåò îò 
íåãî òðàïåöèþ ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè 4 è 5 ñì 
è ìåíüøèì îñíîâàíèåì 6,5 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðå-
óãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ MN â ABC îòñåêàåò îò íåãî òðà-

ïåöèþ AMNC, ãäå AM  4 ñì; NC  5 ñì; MN 
 6,5 ñì (ðèñ. 7.150).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåé ëèíèè: AB 
 2  AM  2  4  8 (ñì); BC  2  NC  2  5  10 (ñì). 

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà: AC 
 2  MN  2  6,5  13 (ñì).

P ABC  8  10  13  31 (ñì). 
Îòâåò: 31 ñì. 
З а д а ч а  4 . Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ðàâíîáå-
äðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó åãî 
áîêîâîé ñòîðîíû è îòñåêàåò îò äàííîãî òðå óãîëüíèêà 
òðàïåöèþ. Íàéòè åå ïåðèìåòð, åñëè ïåðèìåòð äàííî-
ãî òðåóãîëüíèêà 26 ñì, à îñíîâàíèå òðàïåöèè îòíî-
ñèòñÿ ê áîêîâîé ñòîðîíå êàê 5 : 4 (ðèñ. 7.151).

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ABC òàêîé, ÷òî AB  BC, AM  MB è MN  AC. Òîãäà ïî òåîðåìå 

Ôàëåñà íà ñòîðîíå óãëà BC òàêæå îòëîæèëèñü ðàâíûå îòðåçêè BN  NC, òîãäà 
MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ABC. 

Îñíîâàíèå AC îòíîñèòñÿ ê áîêîâîé ñòîðîíå AB êàê 5 : 4. Ïóñòü AC  5x, òîãäà 
AB  BC  4x. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

5x  4x  4x  26; 13x  26; x  2. AB  BC  4  2  8; AC  5  2  10. 
Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ AMNC. 
Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà: AM  8 : 2  4 (ñì). NC  4 ñì 

(òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ). 

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà: MN AC= = ⋅ =
1

2

1

2
10 5.

PAMNC  AM  MN  NC  AC  4  5  4  10  23 (ñì). 
Îòâåò: 23 ñì. 

K
A

M

B

N

C

Ðèñ. 7.148 

m
a a

a
Ðèñ. 7.149 

6,5

54

A
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B
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C
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A

M

B

N

C
Ðèñ. 7.151 
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7.2.9.  Подобие треугольников, коэффициент подобия.  
Признаки подобия треугольников

Ïðåîáðàçîâàíèå ôèãóðû F â ôèãóðó F
1
 íàçûâàåò-

ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ, åñëè ïðè ýòîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èçìåíÿòñÿ 
â îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ðàç k. ×èñëî k íàçûâàåò-
ñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ (ðèñ. 7.152). 

Äâà òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, åñëè îíè ïåðåâîäÿò-
ñÿ äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ 
(ðèñ. 7.153). 

Ñâîéñòâà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ABC  A

1
B

1
C

1
 

1. Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå 
óãëû ðàâíû, à ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ýëå-
ìåíòû ïðîïîðöèîíàëüíû:

AB
A B

AC
A C

BC
B C

h
h

R
R

k
1 1 1 1 1 1 1 1

.

k — êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ, k  0. 
Åñëè k  1, òðåóãîëüíèêè ðàâíû. 

2. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî 
îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí è ðàâíî êî-
ýôôèöèåíòó ïîäîáèÿ: 

P
P

AB
A B

k
1 1 1

.

3. Îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà ïîäî-
áèÿ: 

S
S

AB
A B

kABC

A B C

Δ

Δ 1 1 1 1 1

2

2= ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = .

Ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì , íàïðèìåð ABC  MNK. 

З а д а ч а  1 . ABC  A
1
B

1
C

1
. A

1
B

1
  4 ñì; B

1
C

1
  6 ñì; A

1
C

1
  7 ñì. 

AB
A B1 1

5.

Íàéòè AB, AC, BC. 
Ðåøåíèå: 

Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k
AB
A B1 1

5,  òîãäà AB  5  A
1
B

1
  5  4  20 (ñì); BC 

 5  B
1
C

1
  5  6  30 (ñì); AC  A

1
C

1
  5  7  5  35 (ñì). 

Îòâåò: 20 ñì, 30 ñì, 35 ñì. 
З а д а ч а  2 . ABC  MNK. M  55 , K  65 . Íàéòè A, B, C. 

Ðåøåíèå: 
Ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà: N  180  – (55   65 )  60 .
Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû, òîãäà: A  M 

 55 , B  N  60 , C  K  65 . 
Îòâåò: 55 , 60 , 65 . 
З а д а ч а  3 . Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 6 : 7. Íàéòè ñòîðîíû ïîäîáíî-
ãî åìó òðåóãîëüíèêà, åñëè ðàçíîñòü íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé åãî ñòîðîí 35 ñì. 

F
1

x
1

y
1

F

x

y

Ðèñ. 7.152 

A
1

C
1

B
1

A

B

C

Ðèñ. 7.153 
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Ðåøåíèå: 
Åñëè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, òî îòíîøåíèå èõ ñòîðîí ñîõðàíÿåòñÿ. Òîãäà ñòî-

ðîíû ïîäîáíîãî òðåóãîëüíèêà 2x, 6x è 7x. Ðàçíîñòü íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé 
ñòîðîí ðàâíà 35, ò. å. èìååì óðàâíåíèå: 7x – 2x  35; 5x  35; x  7.

Çíà÷èò, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà: 2  7  14 (ñì); 6  7  42 (ñì) è 7  7  49 (ñì). 
Îòâåò: 14 ñì, 42 ñì è 49 ñì. 

Признаки подобия треугольников
1. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïî äâóì óãëàì.

Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 
äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåó-
ãîëüíèêè ïîäîáíû (ðèñ. 7.154):

Åñëè A  A
1
 è C  C

1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1

Ñëåäñòâèÿ:
1. Âñå ðàâíîñòîðîííèå (ïðàâèëüíûå) òðåóãîëüíè-

êè ïîäîáíû. 
2. Ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíè-

êè ïîäîáíû.
3. Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè 

îíè èìåþò ïî îäíîìó ðàâíîìó óãëó ìåæäó ñî-
îòâåòñòâåííûìè ñòîðîíàìè. 

4. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé òðàïåöèè îáðàçó-
þòñÿ äâà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.155). 

1  2; 3  4. BOC  DOA. 
5. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëü-

íèêà, ïåðåñåêàåò äâå äðóãèå ñòîðîíû è îòñåêàåò 
òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé äàííîìó (ðèñ. 7.156).

 Åñëè MN  AC, òî ABC  MBN. 
2. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì 

ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.
Åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðî-

ïîðöèîíàëüíû äâóì ñòîðîíàì äðóãîãî, à óãëû, 
îáðàçîâàííûå ýòèìè ñòîðîíàìè, ðàâíû, òî ýòè 
òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû (ðèñ. 7.157):

Åñëè 
AB
A B

AC
A C1 1 1 1

 è A  A
1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1

3. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïî òðåì ñòîðîíàì.
Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðî-

ïîðöèîíàëüíû òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíè-
êà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû (ðèñ. 7.158):

Åñëè 
AB
A B

BC
B C

AC
A C1 1 1 1 1 1

,  òî ABC  A
1
B

1
C

1

З а д а ч а  4 . Äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà èìå-
þò ðàâíûå óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ. Îñíîâàíèå îäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâíî 8 ñì, à áîêîâàÿ ñòîðîíà — 
5 ñì. Íàéòè ïëîùàäü âòîðîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè 
åãî îñíîâàíèå ðàâíî 4 ñì. 

A
1

C
1

B
1

A

B

C

Ðèñ. 7.154 

1

2

4

3

A D

B C

O

Ðèñ. 7.155 

M N

A C

B

Ðèñ. 7.156 

A

B

~

C~~

A
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C
1

B
1

~
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A

A
1

C
1

B
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B

C
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~~

~

~~~

~~
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Ðåøåíèå: 
Ðàññìîòðèì ABC. AB  BC  5 ñì. Ïðîâåäåì âû-

ñîòó BD, îíà æå áóäåò ÿâëÿòñÿ è ìåäèàíîé, ïîýòîìó 
AD  DC  4 ñì (ðèñ. 7.159).

AOD — åãèïåòñêèé, òîãäà BD  3 (ñì).

S
BD AC

ABCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

8 3

2
12  (ñì2). 

Ïëîùàäè ïîäîáíûõ ôèãóð îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàòû 
èõ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí (ðèñ. 7.160):

S
S

AC
A C

ABC

A B C

Δ

Δ 1 1 1 1 1

2 2
8

4
4= ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ;  

S
S

A B C
ABC

Δ
Δ

1 1 1 4

12

4
3= = =  (ñì2). 

Îòâåò: 3 ñì2. 
З а д а ч а  5 . Íà ðèñóíêàõ íàéòè ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè è äîêàçàòü èõ ïîäîáèå. 
à) 

A

B C

D

O

2

6 8
1

12 9

 á) 

27

12

8

18

12

A D

B C  

Ðåøåíèå: 

à) 1  2; 
BO
OC

DO
AO

;  ò. å. 
6

8

9

12
 (6  12  8  9). 

BOC  DOA ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. 

á) 
8

12

12

18

18

27
k,  ãäå k

2

3
.  Ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å. 

BC
CD

AB
AC

AC
AD

. 

ABC  ACD ïî òðåì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì. 
З а д а ч а  6 . Äèàãîíàëè òðàïåöèè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ â îòíîøåíèè 3 : 7. 
Íàéòè îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, åñëè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 40 ñì. 

Ðåøåíèå: 
BOC  DOA ïî äâóì óãëàì. Òîãäà ñîîòâåòñòâåí-

íûå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû (ðèñ. 7.161). 
Ïóñòü BO : OD  3 : 7, òîãäà BC : AD  3 : 7,  

BC  3x, AD  7x. 

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè: 
BC AD+

=
2

 

 ñðåäíåé ëèíèè; 
3 7

2
40

x x+
= ;  5x  40; x  8. BC 

 8  3  24 (ñì); AD  8  7  56 (ñì). 
Îòâåò: 24 ñì è 56 ñì. 

4 4

55 3

A

B

C
D

Ðèñ. 7.159 

A
1

C
1

B
1

4

Ðèñ. 7.160 

A D

B C

O

Ðèñ. 7.161 
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Признаки подобия прямоугольных треугольников
1. Ïî îñòðîìó óãëó (ðèñ. 7.162):

Åñëè A  A
1
, òî ABC  A

1
B

1
C

1

2. Ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòàì (ðèñ. 7.163):

Åñëè 
AC
BC

A C
B C

1 1

1 1

,  òî ABC  A
1
B

1
C

1

3. Ïî ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòó è ãèïîòåíóçå (ðèñ. 7.164):

Åñëè 
AC
AB

A C
A C

1 1

1 1

,  òî ABC  A
1
B

1
C

1

A
1

C
1

B
1

A

B

C C
1

B
1

A
1

C

A

B

~~

~~ ~~

C
1

A
1

B
1

C

B

A

~
~~

~
~~

Ðèñ. 7.162 Ðèñ. 7.163 Ðèñ. 7.164 

Ñëåäñòâèå. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, äåëèò 
åãî íà äâà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç êî-
òîðûõ ïîäîáåí äàííîìó (ðèñ. 7.165): 

ACD  CBD  ABC. 

З а д а ч а  7 . Íàáëþäàòåëü, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â òî÷ - 
êå A, âèäèò êîíåö øåñòà B è âåðõíþþ òî÷êó áàøíè 
D, ïðè÷åì òî÷êè A, B è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. 
Íàéòè âûñîòó áàøíè, åñëè BC  4 ì, AC  6 ì,  
AE  90 ì (ðèñ. 7.166). 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî BC  AE è DE  AE, ïðÿìîóãîëü-

íûå òðåóãîëüíèêè ABC è ADE ïîäîáíû ïî îñòðîìó 
óãëó A (îáùèé óãîë). 

ABC  ADE, òîãäà 
BC
AC

DE
AE

;  

DE
BC AE

AC
=

⋅
=

⋅
=

4 90

6
60  (ì). 

Îòâåò: 60 ì. 
З а д а ч а  8 . Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñàìè 4 ñì è 6 ñì 
âíåøíå êàñàþòñÿ. Èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ, êîòîðàÿ 
íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, 
ïåðåñåêàåò ëèíèþ öåíòðîâ â òî÷êå A. Íàéòè ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷êè A äî öåíòðîâ îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.167).

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O

1
 èìååò ðàäèóñ O

1
B

1
  4, îêðóæíîñòü ñ öåí-

òðîì â òî÷êå O
2
 — ðàäèóñ O

2
B

2
  6. B

1
B

2
 — îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ. Ðàäèóñ, ïðîâåäåí-

íûé â òî÷êó êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé, ò. å. O
1
B

1
  B

1
B

2
 è O

2
B

2
  B

1
B

2
, 

òîãäà AB
1
O

1
 è AB

2
O

2
 — ïðÿìîóãîëüíûå, AB

1
O

1
  AB

2
O

2
 (ïî îñòðîìó óãëó A). 

A D B

C

Ðèñ. 7.165 

6

90

4

A

D

B

C E
Ðèñ. 7.166 

6
4

A x C

B
1

O
1

O
2

B
2

Ðèñ. 7.167 
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Ïóñòü AC  x, òîãäà AO
1
  x  4; AO

2
  x  8  6  x  14. 

AO
O B

AO
O B

1

1 1

2

2 2

;  
x x+

=
+4

4

14

6
;  6(x  4)  4(x  14); 3(x  4)  2(x  14);  

3x  12  2x  28; x  16. AO
1
  16  4  20; AO

2
  16  14  30. 

Îòâåò: 20 ñì è 30 ñì. 

7.2.10.  Синус, косинус и  тангенс острого угла прямоугольного треугольника 
и  углов от 0  до 180

Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé 
c è êàòåòàìè a è b (ðèñ. 7.168). 
Ñèíóñîì óãëà  íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëå-
æàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå: 

sin α =
a
c

Êîñèíóñîì óãëà  íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå: 

cos α =
b
c

Òàíãåíñîì óãëà  íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ïðèëåæà-
ùåìó: 

tg α =
a
b

Êîòàíãåíñîì óãëà  íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ïðîòèâîëåæà-
ùåìó: 

ctg α =
b
a

Свойства синуса, косинуса, тангенса и котангенса острого угла прямоугольного треугольника
1. Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ çàâèñÿò òîëüêî îò ãðàäóñíîé ìåðû óãëà 

è íå çàâèñÿò îò ðàçìåðîâ è ðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà. 
2. Äëÿ ëþáîãî îñòðîãî óãëà: cos   1 è sin   1, ïîñêîëüêó a  c è b  c. 

Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà è îïðåäåëåíèÿ ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà 
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:

αa

b

c a — ïðîòèâîëåæàùèé êàòåò; 
b — ïðèëåæàùèé êàòåò

Íàõîæäåíèå ãèïîòåíóçû Íàõîæäåíèå êàòåòà

c2  a2  b2 

c
a

=
sin α

c
b

=
cos α

a2  c2 – b2 
a  c sin 

a
b

b= =
ctg

tg
α

α

b2  c2 – a2 
b  c cos 

b
a

a= =
tg

ctg
α

α

α
a

b

c

Ðèñ. 7.168 
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Значение синуса, косинуса, тангенса и котангенса некоторых углов
Óãîë 

Ôóíê- 
öèÿ

30 45 60 120 135 150

sin 
1

2
2

2

3

2

3

2

2

2

1

2

cos 
3

2

2

2

1

2

1

2
2

2

3

2

tg 
3

3
1 3 3 –1

3

3

ctg 3 1
3

3

3

3
–1 3

Основные тригонометрические тождества
Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíó-

çîé c è êàòåòàìè a è b è îñòðûì óãëîì (ðèñ. 7.169) 
ñïðàâåäëèâî: 

sin ;α =
a
c

 cos ;α =
b
c

 tg ;α =
a
b

 ctg α =
b
a

sin(90  – )  cos tg(90  – )  ctg 
cos(90  – )  sin ctg(90  – )  tg 

Íàïðèìåð, sin cos ;30 60
1

2
° = ° =  tg 20   ctg 70 ; 

tg 35   ctg 55 ; tg 45   ctg 45   1. 
Äëÿ óãëîâ îò 0  äî 180  ñïðàâåäëèâî: 

sin(180  – )  sin tg(180  – )  –tg 

cos(180  – )  –cos ctg(180  – )  –ctg 

Íàïðèìåð,

sin sin ;30 150
1

2
° = ° =  cos cos ;120 60

1

2
° = − ° = −  tg tg .150 30

3

2
° = − ° = −

Основное тригонометрическое тождество

sin2   cos2   1
Ïîýòîìó:

sin2   1 – cos2 cos2   1 – sin2  

Êðîìå òîãî: 

tg
sin

cos
α

α
α

= ctg
cos

sin
α

α
α

= tg   ctg   1 

1
12

2
+ =tg

cos
α

α
1

12
2

+ =ctg
sin

α
α

tg
ctg

α
α

=
1

α

90°–α
a

b

c

Ðèñ. 7.169 
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З а д а ч а  1 . Îäíà èç äèàãîíàëåé ðîìáà â 3  ðàç áîëüøå äðóãîé. Íàéòè óãëû ðîìáà. 
Ðåøåíèå: 

Ïóñòü äèàãîíàëü BD  2a, òîãäà áîëüøàÿ äèàãî-
íàëü AC a2 3 (ðèñ. 7.170). 

Ðàññìîòðèì AOD: AO a 3;  OD  a; AOD 
 90  (ñâîéñòâî ðîìáà). 

tg ;∠ = = = =1
3

1

3

3

3

OD
OA

a

a
 1  30 ,  

òîãäà A  60 . 
B  180  – 60   120  (ñâîéñòâî ðîìáà). 

Îòâåò: 60  è 120 . 

З а д а ч а  2 . sin ;α =
5

13
 0    90 . Íàéòè cos , tg , ctg . 

Ðåøåíèå: 

1) cos sin ;2 2

2

1 1
5

13
1

25

169

169

169

25

169

144

169
α α= − = − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − = − =

cos ,α =
12

13
 ò. ê. 0     90 , cos   0. 

2) tg
sin

cos
: ;α

α
α

= = =
⋅
⋅

=
5

13

12

13

5 13

13 12

5

12
 ctg .α =

12

5

Îòâåò: 
12

13
;  

5

12
;  

12

5
.

З а д а ч а  3 . tg ;α = −
4

3
 90     180 . Íàéòè ctg , sin , cos . 

Ðåøåíèå: 

1) ctg ;α = −
3

4

2) 1
12

2
+ =tg

cos
,α

α
 òîãäà cos

tg
;2

2 2

1

1

1

1
4

3

1

1
16

9

9

25
α

α
=

+
=

+ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
+

=

 90     180 , ò. å. cos   0 è cos ;α = −
3

5

sin tg cos .α α α= ⋅ = − ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

4

3

3

5

4

5

Îòâåò: ctg ;α = −
3

4
 cos ;α = −

3

5
 sin .α =

4

5
З а д а ч а  4 . Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì: 

à) sin ;α =
2

3
 cos ;α =

1

4
 â) tg ;α =

2

3
 ctg , ;α = 1 5

á) sin ;α =
15

4
 cos ;α =

1

4
 ã) tg ;α =

2

7
 ctg ?α =

7

3
Ðåøåíèå: 

Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå cos2   sin2   1, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ëþ-
áîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå. 

1 2
A D

B C

Ðèñ. 7.170 
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à) sin ;α =
2

3
 cos ;α =

1

4
 

2

3

1

4
1

2 2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ≠ ,  ò. ê. 

73

144
1≠ . Íåò. 

á) sin ;α =
15

4
 cos ;α =

1

4
 

15

4

1

4
1

2 2⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ,  ò. å. 

15

16

1

16
1+ = .  Äà. 

 Äëÿ tg  è ctg  äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå tg   ctg   1. 

â) tg ;α =
2

3
 ctg , ;α = 1 5  

2

3
1 5

2

3

15

10
1⋅ = ⋅ =, . Äà. 

ã) tg ;α =
2

7
 ctg ;α =

7

3
 
2

7

7

3

2

3
1⋅ = ≠ .  Íåò. 

З а д а ч а  5 . Îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí , à ãèïîòåíóçà ðàâíà 
c. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
 sin ,β =

a
c

 ïîýòîìó a  c sin ; cos ,β =
b
c

 ïîýòîìó 

b  c cos (ðèñ. 7.171).
P  c  c sin   c cos   c(1  sin   cos ). 

Îòâåò: c(1  sin   cos ).
З а д а ч а  6 . Óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ðàâåí , âûñîòà, îïóùåííàÿ íà áîêîâóþ 
ñòîðîíó, — h. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà. Âû-

÷èñëèòü ïåðèìåòð ïðè   45  è h 8 2  ñì. 
Ðåøåíèå: 

1) Ðàññìîòðèì ADC ( ADC  90 , ò. ê. AD — âûñî-
òà) (ðèñ. 7.172).

sin ,α = =
AD
AC

h
AC

 òîãäà AC
h

=
sin

.
α

2) Ðàññìîòðèì ABK (BK  AC) (ðèñ. 7.173). AK =  

KC
h

= =
2sin

,
α

ò. ê. BK — âûñîòà è ìåäèàíà ðàâ-

íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâà-
íèþ. 

cos ;α =
AK
AB

 AB
AK h

= =
cos cos sin

;
α α α2

 

BC AB
h

= =
2cos sin

.
α α

Íàéäåì ïåðèìåòð: 

P
h h h h h h

= + + =
+

=
+

sin cos sin cos sin

cos

cos sin

(cos )

cα α α α α
α

α α
α

2 2 2

1

2 oos sin
.

α α

Ïðè h 8 2;    45 , cos α =
2

2
 è sin .α =

2

2

P
h

=
+

=
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⋅ ⋅
= +( )(cos )

cos sin

α
α α

1

2

8 2
2

2
1

2
2

2

2

2

8 8 2  (ñì). 

Îòâåò: 8 8 2  ñì. 

β

a

b

c

Ðèñ. 7.171 

α
A

B

C

D
h

Ðèñ. 7.172

α α

A

B

CK
Ðèñ. 7.173 
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7.2.11.  Решение прямоугольных треугольников.  
Теорема синусов и  теорема косинусов

Ðåøèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê îçíà÷àåò 
ïî äàííûì ýëåìåíòàì òðåóãîëüíèêà íàéòè îñòàëü-
íûå åãî ýëåìåíòû, ò. å. ñòîðîíû è óãëû. 

Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïî-
òåíóçîé c, îñòðûì óãëîì  è ïðîòèâîëåæàùèì åìó 
êàòåòîì a, îñòðûì óãëîì  è ïðîòèâîëåæàùèì åìó 
êàòåòîì b (ðèñ. 7.175). 

Çàäà÷à â îáùåì âèäå Ïðèìåð

Äàíî: ãèïîòåíóçà c, îñòðûé óãîë . 
Íàéòè: êàòåòû a è b, îñòðûé óãîë . 

Ðåøåíèå: 
1.   90  – ; 
2. a  c sin ; 
3. b  c cos 

Äàíî: c  2,   20 .
Íàéòè: , a, b. 

Ðåøåíèå: 
  90  – 20   70 ;

a  c sin 20   2  0,3420  0,68; 
b  c cos 20   2  0,9397  1,88. 
sin 20  è cos 20  íàõîäèì ïî òàáëèöå 
Áðàäèñà èëè ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà. 
Îòâåò: 70 ; 0,68; 1,88.

Äàíî: êàòåòû a è b. 
Íàéòè: ãèïîòåíóçó c è îñòðûå óãëû 
 è . 

Ðåøåíèå: 

1. tg .α =
a
b

 

Óãîë  íàõîäèì ïî òàáëèöå Áðàäèñà 
èëè ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà. 
2.   90  – . 

3. c a b= +2 2  èëè c
a

=
sin α

Äàíî: a  11, b  60.
Íàéòè: c, , .

Ðåøåíèå: 

1) tg , .α = = ≈
a
b

11

60
0 1833  

Ïî òàáëèöå Áðàäèñà   10 . 
2)   90  – 10   80 . 
3) c2  a2  b2  121  3 600  3 721; c  61. 
Îòâåò: 10 , 80 , 61. 

Äàíî: êàòåò a è ãèïîòåíóçà c. 
Íàéòè: êàòåò b, îñòðûå óãëû  è . 

Ðåøåíèå: 

1. b2  c2 – a2; b c a= −2 2 .

2. sin .α =
a
c

 

Óãîë  íàõîäèì ïî òàáëèöå Áðàäèñà 
èëè ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà. 
3.   90  – 

Äàíî: a  84; c  85
Íàéòè: b, , . 

Ðåøåíèå: 
1) b2  c2 – a2  852 – 842 
 7 225 – 7 056  169; b  13. 

2) sin , ;α = = ≈
a
c

84

85
0 9882    81 . 

3)   90  – 81   9 . 
Îòâåò: 12, 81 , 9 . 

Äàíî: êàòåò a è ïðîòèâîëåæàùèé 
óãîë . 
Íàéòè: ãèïîòåíóçó c, êàòåò b, âòî-
ðîé îñòðûé óãîë . 

Äàíî: a  9;   68
Íàéòè: , c è b. 

Ðåøåíèå: 
1)   90  – 68   22 . 

β

α

a

b

c

Ðèñ. 7.174 
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Çàäà÷à â îáùåì âèäå Ïðèìåð

Ðåøåíèå: 
1.   90  – . 
2. b  a tg . 

3. c a b= +2 2  èëè c
a

=
sin α

2) c
a

= =
°

≈ ≈
sin sin ,

, .
α

9

68

9

0 9272
9 71

3) b  a tg 22   9  0,4040  3,64. 
Îòâåò: 22 ; 3,64; 9,71. 

З а д а ч а  1 . Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äàíû ãèïîòåíóçà c, îñòðûé óãîë . Íàé-
òè êàòåòû, èõ ïðîåêöèè íà ãèïîòåíóçó, âûñîòó, îïóùåííóþ íà ãèïîòåíóçó. Âû-
÷èñëèòü ýòè çíà÷åíèÿ ïðè c  10,   60 . 

Ðåøåíèå: 
1. a  c sin ; b  c cos ; m  a sin   c sin2 ; n  b cos   c cos2 ; 

h m n c= ⋅ = sin cos .α α  Ïðè c  10,   60  ïîëó÷èì: 

1) a = ⋅ ° = ⋅ =10 60 10
3

2
5 3sin ;  

b = ⋅ ° = ⋅ =10 60 10
1

2
5cos .

2) m c= = ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅ =sin , .2

2

10
3

2
10

3

4
7 5α

3) n c= = ⋅ ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ =cos , .2

2

10
1

2
10

1

4
2 5α

4) h = ⋅ = =7 5 2 5 18 75 2 5 3, , , , .

Îòâåò: a 5 3;  b  5; m  7,5; n  2,5; h 2 5 3, .

Теорема синусов
Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñèíó-

ñàì ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ (ðèñ. 7.176): 

a b c
sin sin sinα β γ

= =

Ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà: 
a b c

R
sin sin sin

,
α β γ

= = = 2

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåó-
ãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b è c (ðèñ. 7.177). 

З а д а ч а  2 . Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê, a  10;  
  30 ;   45 (ðèñ. 7.178). Íàéòè , b è c. 

Ðåøåíèå: 
1)   180  – (30   45 )  105 . 

2) Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ 
a b

sin sin
;

α β
=  

b
a

= =
⋅ °

°
≈

⋅
≈

sin

sin

sin

sin

,

,
, .

β
α

10 30

105

10 0 5

0 966
5 2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

α

α b

m n

ha

c
Ðèñ. 7.175 

αβ

γ

a

c

b

Ðèñ. 7.176 

α

β

γ

a

b

c

O

R

Ðèñ. 7.177 

α

β

γ

a

b

c

Ðèñ. 7.178 
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3) Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ 
a c

sin sin
;

α γ
=  c

a
= =

⋅ °
°

=
⋅

≈
sin

sin

sin

sin

,

,
, .

γ
α

10 45

105

10 0 707

0 966
7 3

Îòâåò:   105 ; b  5,2; c  7,3. 
З а д а ч а  3 . Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì 10 2  ñì è óãëîì ïðè îñíî-
âàíèè 67 30  âïèñàí â îêðóæíîñòü. Íàéòè ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.179).  

Ðåøåíèå: 

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ 2R
a

=
sin

,
α

 ãäå a — íåêîòî-

ðàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà,  — óãîë, ëåæàùèé ïðî-
òèâ ýòîé ñòîðîíû. Äëÿ äàííîãî òðåóãîëüíèêà 

R
AC

B
=

∠2sin
. B  180  – (67 30   67 30 )  45 . 

R =
⋅ °

=
⋅

=
10 2

2 45

10 2

2
2

2

10
sin

.

Îòâåò: 10 ñì. 

Теорема косинусов
Êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí 

ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí áåç óäâîåííî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà ìåæ-
äó íèìè (ðèñ. 7.180):

c2  a2  b2 – 2ab cos 

Ïðèìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè   90  ïîëó÷èì: 
c2  a2  b2, ò. ê. cos 90   0. 

Òî åñòü òåîðåìà Ïèôàãîðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû êîñèíóñîâ. Ïî-
ýòîìó òåîðåìó Ïèôàãîðà åùå íàçûâàþò îáîáùåííîé òåîðåìîé êîñèíóñîâ. 

Ñëåäñòâèÿ:
1. Êîñèíóñ óãëà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå: 

cos .γ =
+ −a b c

ab

2 2 2

2
2. Òåîðåìà êîñèíóñîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âèä òðåóãîëüíèêà. 

Åñëè â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è c a2  b2  c2, òî óãîë, ëåæàùèé ïðî-
òèâ ñòîðîíû c, — îñòðûé (ðèñ. 7.181). 
Åñëè a2  b2  c2, òî  — òóïîé óãîë, òðåóãîëüíèê òóïîóãîëüíûé (ðèñ. 7.182).
Åñëè a2  b2  c2, òî óãîë   90 , òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé (ðèñ. 7.183).

3. Åñëè a, b è c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òî ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå c 
(ðèñ. 7.184), ðàâíà: 

m a b cc = + −
1

2
2 2 2 2( ) .

γ
a

b

c
γ

c

b

a a

b

c

γ

a b

c

mc

Ðèñ. 7.181 Ðèñ. 7.182 Ðèñ. 7.183 Ðèñ. 7.184 

10√2A

B

C

Ðèñ. 7.179 

α

β

γ

a

b

c

Ðèñ. 7.180 
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З а д а ч а  4 . Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 8 ñì è 13 ñì, óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé 
áîëüøåé èç ýòèõ ñòîðîí, ðàâåí 120 . Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñòîðîíà a  8 ñì, c  13 ñì,   120 . Îáî-

çíà÷èì b  x (ðèñ. 7.185). 
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ c2  a2  b2 – 2ab cos 120 . 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos ,120
1

2
° = −  ïîëó÷èì:

8 2 8
1

2
132 2 2+ − ⋅ ⋅ ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =x x ;  x2  8x – 105  0. 

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ: x
1
  15; x

2
  –7 (íå ïîä-

õîäèò ïî ñìûñëó). 
Òàêèì îáðàçîì, b  15. 

P  8  13  15  36 (ñì). 
Îòâåò: 36 ñì. 
З а д а ч а  5 . Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 10 ñì, 5 ñì è 5 3  ñì. Íàéòè óãîë, ëåæàùèé 
ïðîòèâ ñòîðîíû 5 ñì. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü c  5; a  10; b 5 3.  Íàéäåì óãîë, ëåæà-

ùèé ïðîòèâ ñòîðîíû c, ò. å. (ðèñ. 7.186):

cos γ =
+ −

=
+ ( ) −
⋅ ⋅

=
a b c

ab

2 2 2 2
2

2

2

10 5 3 5

2 10 5 3

;=
+ −

=
100 75 25

100 3

3

2
   30 . 

Îòâåò: 30 . 
З а д а ч а  6 . Áèññåêòðèñà òóïîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðûé ðàâåí 120 , äåëèò 
åãî ñòîðîíó íà îòðåçêè 15 ñì è 10 ñì, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû îñòðîãî óãëà. Íàéòè 
ýòó áèññåêòðèñó è áîëüøóþ äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà. 

Ðåøåíèå: 
1  2, ò. ê. BK — áèññåêòðèñà, 2  3 êàê 

âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC  AD è BK — 
ñåêóùåé (ðèñ. 7.187).

Òîãäà 1  3  60 . ABK — ðàâíîáåäðåííûé, 
íî 1  3  60 , òîãäà îí ðàâíîñòîðîííèé. AB 
 BK  AK  15 ñì (ðèñ. 7.188). 

Èìååì ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíàìè 15 ñì 

è 25 ñì è óãëîì ìåæäó íèìè 120  cos .120
1

2
° = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ: 

AC2 2 215 25 2 15 25
1

2
= + − ⋅ ⋅ ⋅ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

225 625 375 1225= + + = ;  AC  35. 
Îòâåò: áèññåêòðèñà èìååò äëèíó 15 ñì, áîëüøàÿ 

äèàãîíàëü — 35 ñì. 

120°

a

b

c

Ðèñ. 7.185 

γ

c a

b
Ðèñ. 7.186 

1

3

10 15

2

A K D

B C

Ðèñ. 7.187 

120°15

25

A D

B C

Ðèñ. 7.188 
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7.3.  Многоугольники

7.3.1.  Параллелограмм, его свойства и  признаки

Четырехугольник
×åòûðåõóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ 
ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ òî÷åê è ÷åòûðåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêîâ. AB, BC, 
CD è AD — ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà. A, B, C 
è D — âåðøèíû (ðèñ. 7.189).
Ñîñåäíèå ñòîðîíû âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû, íà-
ïðèìåð BA è BC.
Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, 
íàïðèìåð BC è AD.
Ñîñåäíèå âåðøèíû — êîíöû îäíîé èç ñòîðîí, íàïðèìåð A è D.
Ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû — ýòî âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè: A è C 
èëè B è D.
Äèàãîíàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû. ×åòûðåõóãîëüíèê èìååò äâå äèàãîíàëè: AC è BD.
Ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ñóììà âñåõ åãî ñòîðîí): P  AB  BC  CD  AD.
Ñóììà âñåõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà 360 .

Параллелограмм
Ïàðàëëåëîãðàìì — ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñòî-

ðîíû êîòîðîãî ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 7.190):
AB  CD è AD BC.

AC è BD — äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà.

Ïðèçíàêè ïàðàëëåëîãðàììà Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà

A D
O

B C

Åñëè BO  OD, AO  OC, òî ABCD — 
ïàðàëëåëîãðàìì. Åñëè äèàãîíàëè ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê — ïàðàëëåëîãðàìì

A D
O

B C

 
Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, òî 
BO  OD è AO  OC. Äèàãîíàëè ïà-
ðàëëåëîãðàìà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Òî÷êà O — öåíòð 
ñèììåòðèè ïàðàëëåëîãðàììà

A D

B C

Åñëè AB  CD, AD  BC, òî ABCD — 
ïàðàëëåëîãðàìì. Åñëè äèàãîíàëè

A D

B C

Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, òî 
AB  CD è AD  BC. Äèàãîíàëü äåëèò

A

D

B

C

Ðèñ. 7.189 

A D

B C

Ðèñ. 7.190 
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Ïðèçíàêè ïàðàëëåëîãðàììà Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà

÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîïàðíî ðàâíû, 
òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê — ïàðàëëå-
ëîãðàìì

ïàðàëëåëîãðàìì íà äâà ðàâíûõ òðå-
óãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðî-
íû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû

A D

B C

Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå äâå ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïà-
ðàëëåëüíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëü-
íèê — ïàðàëëåëîãðàìì. Åñëè AB 
 CD, AB  CD, òî ABCD — ïàðàëëå-

ëîãðàìì

d
1

d
2

a

b

Ñâÿçü ìåæäó ñòîðîíàìè è äèàãîíà-
ëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà
Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ðàâíà 
ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí:

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = +

A D

B C

Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ÷åòû-
ðåõ óãîëüíèêà ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê — ïàðàëëåëîãðàìì.
Åñëè A  C è B  D, òî ABCD — 
ïàðàëëåëîãðàìì

A D

B C

Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, òî 
A  C è B  D.
A  B  180 . Â ïàðàëëåëîãðàììå 

ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû. Ñóì-
ìà óãëîâ, ïðèëåãàþùèõ ê îäíîé ñòî-
ðîíå, ðàâíà 180

Параллелограмм Вариньона
Ñåðåäèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà. Òà-
êîé ïàðàëëåëîãðàìì íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì Âàðèíüîíà (ðèñ. 7.191).

Ïóñòü ABCD — ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. 
M, N, K è P — ñåðåäèíû ñòîðîí AD, AB, BC è CD 
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ABD (BD — äèàãî-
íàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà). MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïî 

òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè MN  DB è MN BD
1

2
.

Àíàëîãè÷íî KP — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ DBC. 

KP  AD è KP BD
1

2
.

Ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ MN  KP, íî MN BD KP
1

2
.

Ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà MNKP — ïàðàëëåëîãðàìì.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

B

C

A

N

K

P

M

D
Ðèñ. 7.191 
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З а д а ч а  1 . Íàéòè óãëû ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè ñóììà 
äâóõ åãî óãëîâ 156 (ðèñ. 7.192).

Ðåøåíèå: 
Ñóììà äâóõ óãëîâ, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòî-

ðîíå — 180 , çíà÷èò, ýòî íå ìîãóò áûòü ñîñåäíèå 
óãëû, à òîëüêî ïðîòèâîïîëîæíûå, è îíè ðàâíû.

A  C  156 , òîãäà A  C  156 : 2  78 ;
B  D  180  – 78   102 .

Îòâåò: 78 , 102 , 78 , 102 .
З а д а ч а  2 . Áèññåêòðèñà òóïîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà 
äåëèò åãî ñòîðîíó íà îòðåçêè 15 ñì è 10 ñì. Íàéòè 
ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà. 

Ðåøåíèå:
Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ. Ïóñòü BK — áèññåê-

òðèñà, êîòîðàÿ äåëèò ñòîðîíó AD íà îòðåçêè AK 
 15 ñì, KD  10 ñì (ðèñ. 7.193).

1) 1  2 (BK — áèññåêòðèñà), íî 2  3 êàê 
âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC  AD è ñå-
êóùåé BK. Òîãäà 1  3, ABK — ðàâíîáåäðåí-
íûé è AB  15 ñì, AD  25 ñì.

PABCD  2(AB  AD)  2  (15  25)  80 (ñì).
2) Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà AK  10 ñì, KD 

 15 ñì. Òîãäà ABK — ðàâíîáåäðåííûé è AB 
 10 ñì (ðèñ. 7.194).
PABCD  2(AB  AD)  2  (10  25)  70 (ñì).

Îòâåò: 70 ñì èëè 80 ñì.
З а д а ч а  3 . Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû 7 ñì 
è 11 ñì, à äèàãîíàëè îòíîñÿòñÿ êàê 6 : 7. Íàéòè 
äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå ñòîðîíû ðàâíû a 

 7 ñì, b  11 ñì, äèàãîíàëè — d
2
 : d

1
  6 : 7. Òîãäà 

d
2
  6x, d

1
  7x. Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî: ñóììà êâà-

äðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå 
êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí (ðèñ. 7.195).

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = + ;  d

2
 : d

1
  6 : 7. Ïóñòü d

2
  6x,  

d
1
  7x; (6x)2  (7x)2  2  72  2  112; 85x2  340; x2 

 4; x  2. d
1
  6  2  12; d

2
  7  2  14.

Îòâåò: 12 ñì; 14 ñì.
З а д а ч а  4 . Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøè-
íû óãëà ïàðàëëåëîãðàììà ê åãî äèàãîíàëè, äåëèò 
åå íà îòðåçêè 18 ñì è 6 ñì. Íàéòè äèàãîíàëè ïà-
ðàëëåëîãðàììà, åñëè ñóììà ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ðàâíà 48 ñì.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü AK  BD. BK  6 ñì; KD  18 ñì. Ñóììà 

ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà — 48 ñì, òîãäà AB  AD 
 24. Ïóñòü AB  x, AD  24 – x. Íàéäåì êàòåò AK 

äâàæäû èç ABK è AKD (ðèñ. 7.196):

A D

B C

Ðèñ. 7.192 

1

3
1015

2

A K D

B C

Ðèñ. 7.193 

10 15A K D

B C

Ðèñ. 7.194 

d
1

d
2

a

b

Ðèñ. 7.195 

6

18

24–xA

x
K

D

B C

Ðèñ. 7.196 

d
1

d
2

a

b

Ðèñ. 7.197 
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AK2  AB2 – BK2  x2 – 62; AK2  AD2 – KD2  (24 – x)2 – 182, òîãäà x2 – 62 
 (24 – x)2 – 182, 48x  288; x  6. AB  6; AD  24 – 6  18.

Ïîëó÷èëè ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíàìè 6 è 18 è äèàãîíàëüþ 24 (ðèñ. 7.198). 
a  6; b  18; d

1
  24. Íàéäåì âòîðóþ äèàãîíàëü: d

2
  y. y2  242  2  62 

 2  182; y  12.
Îòâåò: 24 ñì è 12 ñì.

7.3.2.  Прямоугольник, квадрат, ромб, их свойства и  признаки

Прямоугольник
Ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå, 

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì (ðèñ. 7.198).
Ïðèçíàêè ïðÿìîóãîëüíèêà:

1. Åñëè äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàìà ðàâíû, òî ýòîò 
ïàðàëëåëîãðàìì — ïðÿìîóãîëüíèê.

 Åñëè AC  BD, òî ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Åñëè ó ïàðàëëåëîãðàììà õîòü îäèí óãîë ïðÿìîé, 

òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì — ïðÿìîóãîëüíèê. Åñëè 
A  90 , ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê.

Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíèêà:
1. Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû: AC  BD.
2. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìî-

óãîëüíèêà, íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèà-
ãîíàëåé. Ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ïîëîâè-
íå äèàãîíàëè. O — öåíòð îêðóæíîñòè. BO  R  
(ðèñ. 7.199). 

3. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè. 
l
1
 è l

2
 — îñè ñèììåòðèè (ðèñ. 7.200).

З а д а ч а  1 . Ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 
6 ñì. Íàéòè äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà è åãî áîëü-
øóþ ñòîðîíó, åñëè äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä 
óãëîì 60 .

Ðåøåíèå:
Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû è òî÷êîé ïåðå-

ñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ò. å. CD  OD, COD  60
(ðèñ. 7.201). Åñëè â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå 
îäèí óãîë 60 , òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé. Òî 
åñòü OC  OD  CD  6 ñì, òîãäà AC  BD  12 ñì 
(ðèñ. 7.203). ACD  60 . Èç ACD: AD2  AC2 – CD2 

 122 – 62  144 – 36  108; AD = ⋅ =36 3 6 3.

Îòâåò: 12 ñì è 6 3  ñì.
З а д а ч а  2 . Áèññåêòðèñà ïðÿìîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíè-
êà äåëèò åãî äèàãîíàëü íà îòðåçêè 15 ñì è 20 ñì, 
ñ÷èòàÿ îò áëèæàéøåé ê ýòîìó óãëó âåðøèíû. Íàé-
òè äëèíó îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ýòà áèññåêòðèñà äå-
ëèò ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.

A D

O

B C

Ðèñ. 7.198 

A D

O

B C

Ðèñ. 7.199 

O

l
1

l
2

Ðèñ. 7.200 
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A D

O
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Ðåøåíèå:
Ïóñòü BK —áèññåêòðèñà B ( B  90 ) è äåëèò 

AC íà îòðåçêè AO 15 ñì, OC 20 ñì, (ðèñ. 7.203). 

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû: 
AO
OC

AB
BC

15

20

3

4
;

Ïóñòü AB  3x, BC  4x, òîãäà AC  5x (åãèïåò-
ñêèé òðåóãîëüíèê). Íî AC  AO  OC  15  20  35; 
5x  35; x  7; AB  3  7  21; BC  4  7  28.

ABK — ðàâíîáåäðåííûé (ò. ê. 1  2, íî  
2  3 êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè AD  BC è ñåêóùåé BK. Òîãäà 1  3). 

AB  AK  21, DK  28 – 21  7.
Îòâåò: 21 ñì è 7 ñì.

Ромб
Ðîìá — ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå ñòîðî-
íû ðàâíû (ðèñ. 7.204).

Ïðèçíàêè ðîìáà:
Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè:

à) ïåðïåíäèêóëÿðíû, 
á) ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ,
â) äåëÿò ïàðàëëåëîãðàìì íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðå-

óãîëüíèêà, òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì — ðîìá.
Ñâîéñòâà ðîìáà:

1. Äèàãîíàëè ðîìáà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
2. Äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ.
3. Äèàãîíàëè äåëÿò ðîìá íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðå-

óãîëüíèêà.
4. Äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè.
5. Öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðîìá, ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, ðàäèóñ 
ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ïîëîâèíå âûñîòû ðîìáà 
(ðèñ. 7.205):

r h
1

2
.

З а д а ч а  3 . Ñòîðîíà ðîìáà ðàâíà 12 3  ñì, à òóïîé óãîë — 120 . Íàéòè äèàãîíàëè 
ðîìáà.

Ðåøåíèå:
Òóïîé óãîë, íàïðèìåð, D  120 , òîãäà îñòðûé 

óãîë A  180  – 120   60 (ðèñ. 7.206).
Òîãäà ABD (AB  AD) — ðàâíîñòîðîííèé  

è BD 12 3;  BO OD 6 3.
Ðàññìîòðèì AOD ( AOD  90 ). Ïî òåîðåìå Ïè-

ôàãîðà: 

AO AD OD2 2 2
2 2

12 3 6 3 324= − = ( ) − ( ) = .
AO  18, òîãäà AC  36.

Îòâåò: 12 3  ñì è 36 ñì.

15

20
1

2

3
A DK

O

B C

Ðèñ. 7.203 

A D

B C

Ðèñ. 7.204 

A D

O

r

h

B C

Ðèñ. 7.205 

O

1
A D

B C
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З а д а ч а  4 . Èç âåðøèíû îñòðîãî óãëà ðîìáà íà ïðî-
äîëæåíèå ñòîðîíû îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð. Ðàññòîÿ-
íèÿ îò îñíîâàíèÿ ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà äî êîíöîâ 
ýòîé ñòîðîíû îòíîñÿòñÿ êàê 32 : 7. Íàéòè ìåíüøóþ 
äèàãîíàëü ðîìáà, åñëè åãî áîëüøàÿ äèàãîíàëü ðàâ-
íà 40 ñì (ðèñ. 7.207).

Ðåøåíèå:
CK  AD; DK : AK  7 : 32. Òîãäà ïóñòü DK  7x, 

AK  32x, òîãäà AD  32x – 7x  25x. Íàéäåì äâàæ-
äû êàòåò CK èç ACK è DCK. CK2  AC2 – AK2 
 402 – (32x)2; 

CK2  CD2 – DK2  (25x)2 – (7x)2.
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

402 – (32x)2  (25x)2 – (7x)2; 
625x2 – 49x2  1600 – 1024x2; x  1.

Òîãäà ñòîðîíà ðîìáà CD  25 ñì. Ïîëó÷àåì ðîìá 
ñî ñòîðîíîé AD  25; AO  20 (äèàãîíàëè òî÷êîé 
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì) (ðèñ. 7.208). AOD  
90  (AC  BD — ñâîéñòâî ðîìáà). 

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
OD2  AD2 – AO2  252 – 202  225; 
OD  15 (OD  0); BD  30 (ñì). 

Îòâåò: 30 ñì.
З а д а ч а  5 . Íàéòè óãëû ðîìáà, åñëè:
à) âûñîòà âäâîå ìåíüøå ñòîðîíû;
á) âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû òóïîãî óãëà, 

îòñåêàåò îò íåãî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
Ðåøåíèå:

à) Ïóñòü âûñîòà BK  a, òîãäà AB  2a (ðèñ. 7.209). 

sin ;∠ = = =A
BK
AB

a
a2

1

2
 A  30   C; 

B  180  – 30   150 ; B  D  150 .
á) Åñëè âûñîòà BM îòñåêàåò ABM — ðàâíîáåäðåí-

íûé è ïðÿìîóãîëüíûé, òî A  ABM  45 .  
C  A  45 (ðèñ. 7.210).

Òîãäà B  180  – 45   135 . D  B  135 .
Îòâåò: à) 30 , 135 , 30 , 150 ; á) 45 ; 135 ; 45 ; 

135 . 

Квадрат
Êâàäðàò — ýòî: 1) ðîìá, ó êîòîðîãî âñå óãëû 

ïðÿìûå; 2) ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû 
ðàâíû.

Êâàäðàò îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ðîìáà, ïðÿìîóãîëüíèêà.

Êâàäðàò èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè: äâå äèàãî-
íàëè è äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì 
(ðèñ. 7.211).

40
25x

32x

7x
A D

B C

K

Ðèñ. 7.207 

25

20

A D

B C

O

Ðèñ. 7.208 

A D

B C

K
Ðèñ. 7.209 

A D

B C

K
Ðèñ. 7.210 

l
1

l
3

l
4

l
2

Ðèñ. 7.211 
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Êâàäðàò — ïðàâèëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òî÷êà 
ïåðåñå÷åíèÿ — ýòî öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé 
îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè r
a
2

,  îïèñàííîé îêðóæíîñòè R
a 2

2
,  ãäå 

a — ñòîðîíà êâàäðàòà (ðèñ. 7.212).

З а д а ч а  6 . Îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò âåðøèíó êâà-
äðàòà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, ðà-
âåí 3 5  ñì. Íàéòè ïåðèìåòð è ïëîùàäü êâàäðàòà. 

Ðåøåíèå:
Ïóñòü BK  KC  x, òîãäà AB  BC  2x (ðèñ. 7.213).
ABK — ïðÿìîóãîëüíûé, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 

AK2  AB2  BK2; 

( ) ;2 3 52 2
2

x x+ = ( )  5x2  45; x2  9; x  3 (x  0).
AB  2x  6 ñì. Òîãäà P  4AB  4  6  24 (ñì).

S  AB2  62  36 (ñì2).
Îòâåò: 24 ñì; 36 ñì2.
З а д а ч а  7 . Â ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåó-
ãîëüíèê âïèñàí êâàäðàò òàê, ÷òî äâå åãî âåðøèíû 
ëåæàò íà ãèïîòåíóçå, à äâå äðóãèå åãî âåðøèíû — 
íà êàòåòàõ. Íàéòè ñòîðîíó êâàäðàòà, åñëè ãèïîòå-
íóçà ðàâíà 18 ñì. 

Ðåøåíèå:
AMN è BPK — ðàâíîáåäðåííûå è ïðÿìîóãîëü-

íûå (ðèñ. 7.214), ïîñêîëüêó NM  AB è KP  AB, 
A  1  2  B  45 . Òîãäà AM  MP  PB 
 18 : 3  6 (ñì).

Îòâåò: 6 ñì.

7.3.3.  Трапеция. Средняя линия трапеции; равнобедренная трапеция

Òðàïåöèÿ — ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî 
äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå — íå ïà-
ðàëëåëüíû.

Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû òðàïåöèè íàçûâàþòñÿ 
îñíîâàíèÿìè.
BÑ — ìåíüøåå îñíîâàíèå, AD — áîëüøåå îñíîâàíèå. 

Íåïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íàçûâàþò áîêîâûìè 
ñòîðîíàìè. 
AB è CD — áîêîâûå ñòîðîíû (ðèñ. 7.215).

Âûñîòà òðàïåöèè (BK  AD) — ïåðïåíäèêóëÿð, 
ïðîâåäåííûé èç ëþáîé òî÷êè îäíîãî îñíîâàíèÿ 
ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äðóãîå îñíîâàíèå. 

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû, — äèàãîíàëè òðàïåöèè.
AC è BD — äèàãîíàëè (ðèñ. 7.216).

a

a

r

R

Ðèñ. 7.212 

A D

B K C

Ðèñ. 7.213 

C

M P
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A B
Ðèñ. 7.214 

A K D

B C

Ðèñ. 7.215 

A D

B C

Ðèñ. 7.216 
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Средняя линия трапеции
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè — îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-

ùèé ñåðåäèíû åå áîêîâûõ ñòîðîí.
Åñëè AM  MB è CN  ND, MN — ñðåäíÿÿ ëè-

íèÿ (ðèñ. 7.217).
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâà-

íèÿì è ðàâíà èõ ïîëóñóììå.
Åñëè a è b — äëèíû îñíîâàíèé, à m — äëèíà 

ñðåäíåé ëèíèè, òî: 

m
a b

=
+
2

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò òåîðåìîé î ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.

З а д а ч а  1 . Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 5, à ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 32 ñì. 
Íàéòè îñíîâàíèå (ðèñ. 7.218).

Ðåøåíèå:
Ïóñòü a  3x, b  5x, òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåé 

ëèíèè òðàïåöèè 
a b

m
+

=
2

,  ò. å. 
3 5

2
32

x x+
= ;  

4x  32; x  8, a  8  3  24; b  8  5  40.
Îòâåò: 24 ñì; 40 ñì.

Прямоугольная трапеция
Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ — ýòî òðàïåöèÿ, ó êî-

òîðîé îäíà áîêîâàÿ ñòîðîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíî-
âàíèÿì (ðèñ. 7.219).

Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè:
1. Äëèíà âûñîòû ðàâíà äëèíå ìåíüøåé áîêîâîé 

ñòîðîíû: CM  AD; AB  CM.
2. Åñëè èç âåðøèíû òóïîãî óãëà îïóñòèòü âûñîòó, 

òî îíà ðàçäåëèò òðàïåöèþ íà ïðÿìîóãîëüíûé 
òðåóãîëüíèê ( CMD) è ïðÿìîóãîëüíèê (ABCM), 
ïðè÷åì AM  BC, à MD  AD – BC, ò. å. îòðåçîê 
MD ðàâåí ðàçíîñòè îñíîâàíèé.

З а д а ч а  2 . Ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé 
ïðÿìîãî óãëà. Ðàçíîñòü îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíà 30 ñì, à ðàçíîñòü áîêîâûõ 
ñòîðîí — 18 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðàïåöèè.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ïðîâåäåíà 

âûñîòà CM, CM  AB. Ðàçíîñòü îñíîâàíèé ðàâíà 
30 ñì, ò. å. MD  30 (ðèñ. 7.220).

Ïóñòü AB  CM  x, òîãäà CD  x  18, ïîñêîëüêó 
ðàçíîñòü áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíà 18.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: CD2  CM2  MD2; (x  18)2 
 x2  302; x2  36x  324  x2  900; x  16. Òîãäà 

AB  16 ñì; CD  16  18  34 (ñì). 
Íàéäåì îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. AC — áèññåêòðèñà A, òîãäà 1  2, íî 2 

 3 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC  AD è ñåêóùåé AC, ò. å. 1  3. 
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ABC — ðàâíîáåäðåííûé, ò. å. AB  BC  16 ñì, AM  16 ñì. AD  AM  MD 
 16  30  46 ñì. 

P  AB  BC  CD  AD  16  16  34  46  112 (ñì). 
Îòâåò: 112 ñì. 

Равнобедренная трапеция
Åñëè áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè ðàâíû, òî òðàïåöèþ íàçûâàþò ðàâíîáåäðåí-

íîé (ðàâíîáîêîé, ðàâíîáî÷íîé) (ðèñ. 7.221).
Ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè:

1. Óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ ðàâíû ( A  D; B  C). 
2. Äèàãîíàëè ðàâíû (AC  BD), ABD  DCA. 
3. Âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû òóïîãî óãëà (ðèñ. 7.222), äåëèò áîëüøåå îñ-

íîâàíèå íà îòðåçêè m è n äëèíîé: 

m
a b

=
+
2

 (ðàâåí ñðåäíåé ëèíèè); n
b a

=
−
2

 ãäå b — äëèíà áîëüøåãî îñíîâàíèÿ, a — äëèíà ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ, ïðè÷åì 
b  m  n. 

4. BOC è AOD — ïîäîáíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. 1  2  3  4. 
AOD  COB (ðèñ. 7.223).

5. Åñëè äèàãîíàëè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî âûñîòà 
òðàïåöèè ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè, ò. å. ïîëóñóììå îñíîâàíèé (ðèñ. 7.224):

h
a b

=
+
2

A D

B C a

n

b

m

O

A D

B C

1 4

2 3

b

h

a

Ðèñ. 7.221 Ðèñ. 7.222 Ðèñ. 7.223 Ðèñ. 7.224 

Ïðèçíàê ðàâíîáîêîé òðàïåöèè
Åñëè â òðàïåöèè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé 1—4, òî ýòà òðàïåöèÿ — 

ðàâíîáîêàÿ. 

З а д а ч а  3 . Äèàãîíàëü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òóïîãî óãëà 
è äåëèò ñðåäíþþ ëèíèþ íà îòðåçêè 3 ñì è 13 ñì. Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè 
(ðèñ. 7.225). 

Ðåøåíèå: 
MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, AC — áèññåêòðèñà C. 

MO  3, ON  13. 
MO — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ABC, òîãäà BC  6 (ïî 

òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà). 
Àíàëîãè÷íî ON — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ACD, AD 

 26 ñì. 

1

3

13

2

3

A

M N
O

D

B C

Ðèñ. 7.225 
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Ïîñêîëüêó 1  2 è 1  3, 2  3, ACD — 
ðàâíîáåäðåííûé, AD  CD  26, AB  CD  26. Ïî-
ëó÷èì òðàïåöèþ, ãäå AB  CD  AD  26, BC  6 
(ðèñ. 7.226). 

AK
AD BC

=
−

=
−

=
2

26 6

2
10  (BK  AD). 

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: BK2  AB2 – AK2  262 – 102 
 576; BK  24. 

Îòâåò: 24 ñì. 

Трапеция и окружность
1. Åñëè îêîëî òðàïåöèè îïèñàíà îêðóæíîñòü, òî ýòà 

òðàïåöèÿ — ðàâíîáîêàÿ. Âåðíî è îáðàòíîå: îêî-
ëî ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü (ðèñ. 7.227). 

2. Åñëè â òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü (ðèñ. 7.228), 
òî: 
à) ñóììà îñíîâàíèé ðàâíà ñóììå áîêîâûõ ñòî-

ðîí: AB  CD  BC  AD; 
á) ðàäèóñ r ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ïîëîâèíå âû-

ñîòû òðàïåöèè h: r
h
2

;

â) åñëè ñîåäèíèòü öåíòð îêðóæíîñòè ñ âåðøè-
íàìè òðàïåöèè, òðåóãîëüíèêè, ïðèëåæàùèå 
ê áîêîâûì ñòîðîíàì, áóäóò ïðÿìîóãîëüíûìè;

AOB  COD  90 ,  
AOB è COD — ïðÿìîóãîëüíûå. 

З а д а ч а  4 . Íàéòè ïåðèìåòð îïèñàííîé òðàïåöèè, åñ-
ëè åå îñíîâàíèÿ ðàâíû 5 ñì è 11 ñì. 

Ðåøåíèå: 
Åñëè òðàïåöèÿ îïèñàíà îêîëî îêðóæíîñòè, ýòî 

çíà÷èò, ÷òî â òðàïåöèþ âïèñàëè îêðóæíîñòü è âû-
ïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî: AB  CD  BC  AD  5  11 
 16 (ðèñ. 7.229).

P  (AB  CD)  (BC  AD)  16  16  32 (ñì). 
Îòâåò: 32 ñì. 
З а д а ч а  5 . Êîíöû áîëüøåé áîêîâîé ñòîðîíû ïðÿìî-
óãîëüíîé òðàïåöèè óäàëåíû îò öåíòðà âïèñàííîé 
â íåå îêðóæíîñòè íà 15 ñì è 20 ñì. Íàéòè ïåðè-
ìåòð òðàïåöèè (ðèñ. 7.230).

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü â òðàïåöèþ ABCD (AB  AD) âïèñàíà 

îêðóæíîñòü, òî÷êè M, K, N è P — òî÷êè êàñàíèÿ. 
COD — ïðÿìîóãîëüíûé ñ êàòåòàìè OC  15 

è OD  20. 
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì CD  25.
Ïðîâåäåì OK  CD, ýòî âûñîòà òðåóãîëüíèêà 

COD è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûé â òî÷êó 
êàñàíèÿ.

26

26 26

6

A DK

B C

Ðèñ. 7.226 

A D

B C

Ðèñ. 7.227 

A

O

D

r

h

B C

Ðèñ. 7.228 

A

O

D

B C

Ðèñ. 7.229 

20

15

A

P

N

O

D

B M

Kr

C

Ðèñ. 7.230 
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Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: 

OK  CD  OC  OD; OK
OC OD

CD
=

⋅
=

⋅
=

15 20

25
12.

Ïî òåîðåìàì î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå: 

CO2  CK  CD; CK
CO
CD

2 215

25
9;

OD2  DK  CD; DK
OD
CD

2 220

25
16.

AB — âûñîòà òðàïåöèè, ïîýòîìó AB  2  OK  24. 
Ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, 

âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè (ðèñ. 7.231): 
CM  CK  9; KD  DN  16;  

AN  AP  PB  BM  9. 
Ïîëó÷àåì: AB  18; BC  18; AD  25; CD  25. 

P  18  18  25  25  86 (ñì). 
Îòâåò: 86 ñì. 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ 
òðàïåöèè, â êîòîðîé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü äîïîë-
íèòåëüíîå ïîñòðîåíèå. 

З а д а ч а  6 . Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè — 20 ñì è 60 ñì, 
à áîêîâûå ñòîðîíû — 13 ñì è 37 ñì. Íàéòè âûñîòó 
òðàïåöèè (ðèñ. 7.232).

Ðåøåíèå: 
Ïðîâåäåì CM  AB. Òðàïåöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïà-

ðàëëåëîãðàìì ABCM è òðåóãîëüíèê CMD ñî ñòîðî-
íàìè CM  13, MD  AD – AM  60 – 20  40; CD 
 37. Âûñîòà CK CMD ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðàïåöèè 

(ðèñ. 7.233). 
Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà:

S
MD CK

CMDΔ =
⋅
2

,  òîãäà CK
S
MD

CMD= Δ .

Íàéäåì ïëîùàäü S CMD ïî ôîðìóëå Ãåðîíà: 

S p p a p b p c= − − −( )( )( );  

p
a b c

=
+ +

=
+ +

=
2

13 37 40

2
45;

S = ⋅ − − − =45 45 13 45 40 45 37 240( )( )( ) .  

Òîãäà CK =
⋅

=
2 240

40
12.

Îòâåò: 12 ñì. 

7.3.4.  Сумма углов выпуклого многоугольника

Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè åå êîíöû 
ñîâïàäàþò (ðèñ. 7.234).

16

9

9

9

9

9

16

A

P

M

N

K

O

D

B C

Ðèñ. 7.231 

60

13

20

37

A K D

B C

Ðèñ. 7.232 

20

40

13 13

20

37

A K D

B C

M

Ðèñ. 7.233 

A
1

A
2

A
4

A
3A

5

A
6

Ðèñ. 7.234 
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Åñëè ñîñåäíèå çâåíüÿ ëîìàíîé íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïðîñòàÿ çàìêíó-
òàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì. 

Âåðøèíû ëîìàíîé íàçûâàþò âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà: A
1
, A

2
, A

3
, …

Çâåíüÿ ëîìàíîé — ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà: A
1
A

2
; A

2
A

3
; …

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå íåñîñåäíèå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, íàçûâàþò äèà-
ãîíàëÿìè: A

1
A

3
, A

1
A

4
 è ò. ä. 

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí ëåæèò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè 
îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé åãî ñòîðîíó (ðèñ. 7.235). 

Òàê, ìíîãîóãîëüíèê ABCDEF — âûïóêëûé, à ìíîãîóãîëüíèê A
1
B

1
C

1
D

1
E

1
F

1
 — 

íåâûïóêëûé (ðèñ. 7.236). 
Óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, îá-

ðàçîâàííûé åãî ñòîðîíàìè, íàïðèìåð ABC, BCD è ò. ä (ðèñ. 7.237). 
Âíåøíèì óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå íàçûâàåòñÿ 

óãîë, ñìåæíûé âíóòðåííåìó óãëó ìíîãîóãîëüíèêà ïðè ýòîé âåðøèíå.
Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàâíà: 

= ° ⋅ −∑n
n180 2( )

Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé 
âåðøèíå, ðàâíà 360 (ðèñ. 7.238).

A

D

E

F
B

C A
1

B
1

C
1

D
1

E
1

F
1

E

K

p

A

D

B C

n

1

2

3
4

Ðèñ. 7.235 Ðèñ. 7.236 Ðèñ. 7.237 Ðèñ. 7.238 

З а д а ч а  1 . Íàéòè ñóììó óãëîâ âûïóêëîãî: 
à) øåñòèóãîëüíèêà; á) âîñüìèóãîëüíèêà; â) äâåíàäöàòèóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
à) n  6; = ° ⋅ − = ° ⋅ = °∑6

180 6 2 180 4 720( ) ;

á) n  8; = ° ⋅ − = ° ⋅ = °∑8
180 8 2 180 6 1080( ) ;

â) n  12; = ° ⋅ − = ° ⋅ = °∑12
180 12 2 180 10 1800( ) .

З а д а ч а  2 . Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè ñóììà 
åãî óãëîâ ðàâíà: à) 540 ; á) 900 ; â) 1260 .

Ðåøåíèå: 
à) 180 (n – 2)  540 ; n – 2  540 : 180; n – 2  3; n  5; 
á) 180 (n – 2)  900 ; n – 2  900 : 180; n – 2  5; n  7; 
â) 180 (n – 2)  1260 ; n – 2  1260 : 180; n – 2  7; n  9. 
Îòâåò: 5; 7; 9. 
З а д а ч а  3 . Äâà óãëà âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ïðÿ-
ìûå, à îñòàëüíûå ðàâíû. Íàéòè èõ ãðàäóñíóþ ìåðó 
(ðèñ. 7.239).

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì ñóììó óãëîâ âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà: 

= ° ⋅ − = ° ⋅ = °∑5
180 5 2 180 3 540( ) .

A

E

B

D
C

Ðèñ. 7.239 
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A  B  90 ; C  D  E  540  – 90   2  360 . 
C  D  E  360  : 3  120 . 

Îòâåò: 120 . 
З а д а ч а  4 . Òðè óãëà âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíû ïî 80 , à îñòàëüíûå — ïî 
160 . Íàéòè êîëè÷åñòâî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê èìååò n óãëîâ, èõ ñóììà ðàâíà 180   (n – 2). Òîãäà ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå: 
80  3  160(n – 3)  180 (n – 2); 4  3  8(n – 3)  9(n – 2);  

12  8n – 24  9n – 18; n  6. 
Îòâåò: 6. 

7.3.5.  Правильные многоугольники

Âûïóêëûé n-óãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, 
åñëè ó íåãî âñå ñòîðîíû ðàâíû è âñå óãëû ðàâíû 
(ðèñ. 7.240):

A
1
A

2
  A

2
A

3
  A

3
A

4
  …  An–1

An; 
A

1
  A

2
  A

3
  …  An. 

Íàïðèìåð, ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, êâà-
äðàò è ò. ä. 

Ñóììà âñåõ óãëîâ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ðàâ-
íà (n – 2)  180 , à êàæäûé åãî óãîë ðàâåí:

αn

n
n

=
° ⋅ −180 2( )

.

Построение некоторых правильных многоугольников
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 

óäîáíî èñïîëüçîâàòü îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî 
ìíîãîóãîëüíèêà. 

Öåíòðàëüíûé óãîë âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå: 

αö =
°360

n

Íàïðèìåð, ïðè n  6,   60 ; ïðè n  3,   120 . 
Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî øåñòè-

óãîëüíèêà îäíó èç âåðøèí A
1
 îòìå÷àåì ïðîèçâîëü-

íî, à èç íåå ñòðîèì õîðäû A
1
A

2
, A

2
A

3
 è ò. ä., ðàâíûå 

ðàäèóñó. 
Åñëè ñîåäèíèòü ýòè âåðøèíû ÷åðåç îäíó, ïîëó-

÷èì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. 
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà (êâàäðàòà) ïðîâîäèì ÷åðåç öåíòð äâà 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðà. Åñëè êàæ-
äûé èç ïðÿìûõ óãëîâ ïðè ýòîì ïîäåëèòü ïîïîëàì, 
òî âìåñòå ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà ïîëó÷èì âåðøèíû 
ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà. 

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

n = 6

Ðèñ. 7.240 

α

A
6

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

n = 6 è n = 3
Ðèñ. 7.241 

n = 4 è n = 8
Ðèñ. 7.242 
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З а д а ч а  1 . Íàéòè óãëû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, åñëè: 
à) n  5; á) n  6; â) n  12; ã) n  18. 

Ðåøåíèå: 

à) α5

180 5 2

5
108=

° ⋅ −
= °

( )
;  â) α12

180 12 2

12
150=

° ⋅ −
= °

( )
;

á) α6

180 6 2

6
120=

° ⋅ −
= °

( )
;  ã) α18

180 18 2

18
160=

° ⋅ −
= °

( )
.

З а д а ч а  2 . Ñêîëüêî ñòîðîí èìååò ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, åñëè êàæäûé åãî 
óãîë ðàâåí: à) 60 ; á) 90 ; â) 135 ? 

Ðåøåíèå: 

à) 
180 2

60
° ⋅ −

= °
( )

;
n

n
 180(n – 2)  60n; n  3; 

á) 
180 2

90
° ⋅ −

= °
( )

;
n

n
 180(n – 2)  90n; 2(n – 2)  n; n  4; 

â) 
180 2

135
° ⋅ −

= °
( )

;
n

n
 180(n – 2)  135n; 4(n – 2)  3n; 4n – 8  3n; n  8. 

З а д а ч а  3 . Ñêîëüêî ñòîðîí èìååò ïðàâèëüíûé âïèñàí-
íûé ìíîãîóãîëüíèê, åñëè äóãà îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè, êîòîðóþ ñòÿãèâàåò åãî ñòîðîíà, ðàâíà: à) 30 ; 
á) 36 ; â) 72 (ðèñ. 7.243)? 

Ðåøåíèå: 

Î÷åâèäíî, ÷òî n =
°360

α
.

à) n =
°

°
=

360

30
12;  n  12; á) n =

°
°

=
360

36
10;  n  10; â) n =

°
°

=
360

72
5;  n  5. 

Формулы для нахождения периметров и площадей правильных многоугольников
Ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-

ìóëå:

Pn  a  n

Íàïðèìåð, ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà: P
3
  3a, ïåðèìåòð êâàäðàòà: 

P
4
  4a, ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî 12-óãîëüíèêà: P

12
  12a. 

Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-
ìóëå:

S
na

n

=
°⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

4
180

tg

ãäå n — êîëè÷åñòâî ñòîðîí (âåðøèí), a — ñòîðîíà. 
Íàïðèìåð: 

1) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà: S
a a

3

2 23

4 60

3

4
=

⋅
°

=
tg

;

2) ïëîùàäü êâàäðàòà: S
a

a4

2
24

4 45
=

⋅
°

=
tg

;

3) ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà: S
a a

6

2 26

4 30

3 3

2
=

⋅
°

=
tg

.

α
O

Ðèñ. 7.243 
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З а д а ч а  4 . Íàéòè ïëîùàäü è ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 

2 3  ñì. 
Ðåøåíèå: 

P a6 6 6 2 3 12 3= = ⋅ = . S
a

6

2
2

3 3

2

3 2 3 3

2
18 3= =

⋅ ( ) ⋅
= .  

Îòâåò: 12 3  ñì è 18 3  ñì2. 

7.4.  Окружность и  круг

7.4.1.  Центральный, вписанный угол, величина вписанного угла

Óãîë ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ 
èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì óãëîì (ðèñ. 7.244). 

Ïëîñêèå óãëû ñ îáùèìè ñòîðîíàìè íàçûâàþòñÿ 
äîïîëíèòåëüíûìè. 

Öåíòðàëüíûì óãëîì â îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ 
ïëîñêèé óãîë ñ âåðøèíîé â åå öåíòðå (ðèñ. 7.245). 

×àñòü îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè ïëîñêîãî óãëà, íàçûâàåòñÿ 
äóãîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó öåíòðàëüíîìó óãëó. 

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâó-
þùåãî åé öåíòðàëüíîãî óãëà, ò. å. öåíòðàëüíûé óãîë èçìåðÿåòñÿ äóãîé îêðóæ-
íîñòè. 

Íàïðèìåð, åñëè AnB  72 , òî ýòî çíà÷èò, ÷òî AOB  72 . 
Óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòîðîíû ïåðåñåêàþò ýòó 

îêðóæíîñòü, íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â îêðóæíîñòü (ðèñ. 7.246). 
ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü, ïîñêîëüêó åãî âåðøèíà B ëåæèò íà îêðóæíîñòè, 

à ñòîðîíû BA è BC ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü. 
ABC è AOC îïèðàþòñÿ íà äóãó AnC (èëè íà õîðäó AC). Ãîâîðÿò: «Õîðäó AC 

âèäíî èç òî÷êè O ïîä óãëîì AOC» èëè «Õîðäà AC ñòÿãèâàåò äóãó AnC». 
Òåîðåìà 1. Óãîë, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, ðàâåí ïîëîâèíå ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî öåíòðàëüíîãî óãëà èëè ïîëîâèíå äóãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ (ðèñ. 7.247): 

∠ = ∠ = ∪ABC AOC AnC
1

2

1

2

O

n
BA

B

O

CA

n

2α

α

B

O
C

A

n
Ðèñ. 7.245 Ðèñ. 7.246 Ðèñ. 7.247 

α

Ðèñ. 7.244 



7. Геометрия288

Ñëåäñòâèÿ:
1. Âñå âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó è ëåæàùèå ïî îäíó 

ñòîðîíó îò íåå (èëè îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó), ðàâíû (ðèñ. 7.248). 
2. Åñëè äâà âïèñàííûõ óãëà îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå õîðäó, à èõ âåðøèíû 

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû, òî ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà 180 (ðèñ. 7.249): 
ABC  ADC      180 . 

3. Âñå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð, ïðÿìûå (ðèñ. 7.250): 
A  B  C  90 . 

4. à)  Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæèò 
â ñåðåäèíå òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.251). 

á) Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæèò 
íà ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû (ðèñ. 7.252). 

â) Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæèò 
âíå òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.253). 

5. Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïî-
ëîâèíå ãèïîòåíóçû è ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.254): 

AO  BO  CO; R m
c

c 2
.

6. Ãðàäóñíûå ìåðû äóã îêðóæíîñòåé, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëü-
íûìè õîðäàìè, ðàâíû: AB  CD (ðèñ. 7.255). 

α α

αO

β

α

B

O
CA

D
Ðèñ. 7.248 Ðèñ. 7.249 

B

C

A

O

O

îñòðîóãîëüíûé

O

ïðÿìîóãîëüíûé

Ðèñ. 7.250 Ðèñ. 7.251 Ðèñ. 7.252 

O

òóïîóãîëüíûé

mc

B

C

a
b

c
A

R R

O DB

CA

Ðèñ. 7.253 Ðèñ. 7.254 Ðèñ. 7.255 
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Òåîðåìà 2. Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, 
ñòÿãèâàåìîé ýòîé õîðäîé (ðèñ. 7.256):

β = ∪ = ∠
1

2

1

2
AB AOB

Òåîðåìà 3. Óãîë, îáðàçîâàííûé ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, ñ âåðøèíîé âíó-
òðè îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã (ðèñ. 7.257): 

β = ∪ + ∪
1

2
( )AB CD

Òåîðåìà 4. Óãîë, îáðàçîâàííûé ñåêóùèìè ê îêðóæíîñòè, ñ âåðøèíîé âíå 
îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã (ðèñ. 7.258):

β = ∪ − ∪
1

2
( )DC AB

З а д а ч а  1 . Õîðäà AB ñòÿãèâàåò äóãó â 105 , à õîðäà AC — äóãó â 35 . Íàéòè BAC.
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì âåëè÷èíó äóãè BC, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ BAC (ðèñ. 7.259): 
BC  360  – (105   35 )  210 . 

Ïî òåîðåìå î âïèñàííûõ óãëàõ: ∠ = ∪ = = °BAC CB
1

2
210 2 105: .

Îòâåò: 105 . 
З а д а ч а  2 . Õîðäû AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. CD  44 , BC  82 . Íàéòè 

BEC (ðèñ. 7.260).
Ðåøåíèå: 

Ïî òåîðåìå 3 óãîë ìåæäó õîðäàìè ∠ = ∪ + ∪ = ° + ° = °BEC AD CB
1

2

1

2
44 82 63( ) ( ) .

Îòâåò: 63 . 

β

O 2β

B

A C

D

β
β

O

B

A

Ðèñ. 7.256 Ðèñ. 7.257 

β

O

B

M

C
D

A

35°

105° O

B

C
A

44°
82° E

B

C

D

A

Ðèñ. 7.258 Ðèñ. 7.259 Ðèñ. 7.260 
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З а д а ч а  3 . Èç òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîð-
äû. Îäíà èç íèõ ñòÿãèâàåò äóãó 100 . Íàéòè äóãó, 
êîòîðóþ ñòÿãèâàåò âòîðàÿ õîðäà, åñëè óãîë ìåæäó 
õîðäàìè 90 . 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü èç òî÷êè B ïðîâåëè õîðäû AB è BC. AB 

 100 ; ABC  90 (ðèñ. 7.261). Ïîñêîëüêó ABC 
 90 , îí îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð AC, ò. å. AOC 
 180 . ABC  180 ; BC  180  – 100   80 . Õîð-

äà BC ñòÿãèâàåò äóãó 80 . 
Îòâåò: 80 . 
З а д а ч а  4 . Èç òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû õîðäû, 
äëèíû êîòîðûõ 8 ñì è 4 3  ñì. Êîíöû ýòèõ õîðä 
ñîåäèíåíû îòðåçêîì, êîòîðûé ñòÿãèâàåò äóãó 60 . 
Íàéòè äèàìåòð îêðóæíîñòè, åñëè îòðåçîê è òî÷êà 
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò öåíòðà îêðóæíîñòè 
(ðèñ. 7.262).

Ðåøåíèå: 
Èç òî÷êè C ïðîâåëè õîðäû AC 4 3  ñì è CB 

 8 ñì. AB  60 . Ïî òåîðåìå î âïèñàííûõ óãëàõ: 

∠ = ∪ = °ACB AB
1

2
30 .  Íàéäåì äëèíó õîðäû AB ïî 

òåîðåìå êîñèíóñîâ cos30
3

2
° =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ : AB AC CB2 2 2

2
24 3 8 2 4 3 8

3

2
+ + = ( ) + − ⋅ ⋅ ⋅ =  

48 64 96 16= + − = ;AB  4 ñì. 
Äóãà AB ñîñòàâëÿåò 60 , çíà÷èò, è öåíòðàëüíûé óãîë AOB  60 , íî AO  OB, 

ò. å. AOB — ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì 60 , ò. å. òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé, 
ò. å. ðàäèóñ AO  AB  4 ñì. Äèàìåòð ðàâåí 8 ñì. 
Îòâåò: 8 ñì. 

7.4.2.  Взаимное расположение прямой и  окружности,  
двух окружностей

Ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü ìîãóò èìåòü äâå îáùèå 
òî÷êè, îäíó îáùóþ òî÷êó èëè íå èìåòü èõ âîîáùå. 

Ïóñòü ïðÿìàÿ m íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà R, à íàõîäèòñÿ îò öåíòðà íà ðàññòîÿ-
íèè d: 
1) d  R. Åñëè ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà îêðóæíî-

ñòè äî ïðÿìîé ìåíüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè R, 
òî ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü èìåþò äâå îáùèå òî÷êè 
(ðèñ. 7.263);

2) d  R. Åñëè ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà îêðóæíî-
ñòè äî ïðÿìîé ðàâíî ðàäèóñó îêðóæíîñòè R, òî 
ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó 
(ðèñ. 7.264); 

O

B

CA

Ðèñ. 7.261 

4√3 8

60°

O

B

C

A

Ðèñ. 7.262 

O
R

d

m

A

Ðèñ. 7.263 

O
R

d

m

Ðèñ. 7.264 
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3) d  R. Åñëè ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà îêðóæíîñòè 
äî ïðÿìîé áîëüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè R, òî 
ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü íå èìåþò îáùèõ òî÷åê 
(ðèñ. 7.265). 

З а д а ч а  1 . Ïóñòü d — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñà R äî ïðÿìîé m. Êàêîâî âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå ïðÿìîé m è îêðóæíîñòè: à) R  16 ñì; 
d  15 ñì; á) R  7 ñì; d  70 ìì; â) R  5 ñì; d 
 5,1 ñì. 

Ðåøåíèå: 
à) d  15 ñì; R  16 ñì; d  R, äâå òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ; 
á) R  7 ñì  70 ìì; d  70 ìì; R  d, îäíà òî÷êà 

ïåðåñå÷åíèÿ; 
â) R  5 ñì; d  5,1 ñì; d  R, íåò îáùèõ òî÷åê. 

Òåîðåìà. Ëèíèÿ öåíòðîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðó-
æíîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðíà èõ îáùåé õîðäå è äåëèò 
åå ïîïîëàì, 

ò. å. åñëè R – r  OO
1
  R  r,  

òî AB  OO
1
 è AK  KB (ðèñ. 7.266).

З а д а ч а  2 . Ðàäèóñû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíî-
ñòåé ðàâíû 13 ñì è 15 ñì, à îáùàÿ õîðäà 24 ñì. 
Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé. 

Ðåøåíèå: 
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: öåíòðû îêðóæíîñòåé O

1
 

è O
2
 ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îáùåé õîðäû è ïî 

îäíó ñòîðîíó îò íåå (ðèñ. 7.267). 
Ïóñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà 15 ñì ñ öåíòðîì O

1
 

è îêðóæíîñòü ðàäèóñà 13 ñì ñ öåíòðîì O
2
 ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Òîãäà O
1
O

2
  AB, è ïðÿ-

ìàÿ O
1
O

2
 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó M îòðåçêà AB 

(ðèñ. 7.268). 
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ AO

1
M è AO

2
M 

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì: 

MO1
2 215 12 9= − = ;  

MO2
2 213 12 5= − = .

à) Åñëè òî÷êè O
1
 è O

2
 ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò 

ïðÿìîé AB, òî O
1
O

2
  MO

1
  MO

2
  9  5  14 (ñì). 

á) Åñëè òî÷êè O
1
 è O

2
 ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò 

ïðÿìîé AB, òî O
1
O

2
  MO

1
 – MO

2
  9 – 5  4 (ñì). 

Îòâåò: 14 ñì èëè 4 ñì. 

Взаимное расположение двух окружностей
Ïóñòü äàíû äâå îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè R è r, OO

1
 — ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ 

öåíòðàìè. 
Âîçìîæíû ñëó÷àè: 

O
R

d

m

Ðèñ. 7.265 

A

B

K rR
O

1
O

Ðèñ. 7.266 

A

B

M O
2

O
1

Ðèñ. 7.267 
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A

M O
2

O
1
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1. Îêðóæíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê:
à) îêðóæíîñòè ëåæàò îäíà âíå äðóãîé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè áîëü-

øå ñóììû ðàäèóñîâ (ðèñ. 7.269): 
R  r  OO

1
.

á) îäíà îêðóæíîñòü ëåæèò âíóòðè äðóãîé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè 
ìåíüøå ðàçíîñòè ðàäèóñîâ (ðèñ. 7.270): 

OO
1
  R – r.

2. Îêðóæíîñòè èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó (êàñàþòñÿ). 
Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà êàñàíèÿ ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ (ëèíèÿ öåíòðîâ — 

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû îêðóæíîñòåé): 
à) îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè ðàâíî ñóììå 

ðàäèóñîâ (ðèñ. 7.271): 
OO

1
  R  r.

á) îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè ðàâíî 
ðàçíîñòè ðàäèóñîâ (ðèñ. 7.272): 

OO
1
  R – r.

3. Îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè ìåíüøå ñóììû 
ðàäèóñîâ è áîëüøå èõ ðàçíîñòè (ðèñ. 7.273): 

R – r  OO
1
  R  r.

З а д а ч а  3 . Îäíà îêðóæíîñòü íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé. Èõ ðàäèóñû ðàâíû 28 ñì 
è 12 ñì, à êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíî 
10 ñì. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè (ðèñ. 7.274). 

Ðåøåíèå: 
Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè äâóõ òàêèõ îêðóæíîñòåé ðàâíî 

íàèìåíüøåìó èç äâóõ îòðåçêîâ ëèíèè öåíòðîâ, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó îêðóæíî-
ñòÿìè. 

rR

O O
1

O

R

r

O
1

rRO O
1

Ðèñ. 7.269 Ðèñ. 7.270 Ðèñ. 7.271 

O
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Ïóñòü O è O
1
 — öåíòðû ñîîòâåòñòâåííî áîëüøåé 

è ìåíüøåé îêðóæíîñòåé. Ïðîâåäåì äèàìåòð áîëü-
øåé îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû îí ïðîøåë ÷åðåç öåíòð 
ìåíüøåé. Òî÷êè åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè 
îáîçíà÷èì A, B, C è D. Åñëè DC  10, òî AB  56 – 
– 24 – 10  22 (ñì), AO

1
  12  22  34 (ñì), OA 

 28 ñì, OO
1
  34 – 28  6 (ñì). 

Îòâåò: 6 ñì. 

Îêðóæíîñòè, èìåþùèå îáùèé öåíòð, íàçûâàþò-
ñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè (ðèñ. 7.275). 

Êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ïðè ðàâíûõ ðà-
äèóñàõ ñîâìåùàþòñÿ. Åñëè ðàäèóñû ðàçëè÷íû, òî 
îêðóæíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

7.4.3.  Касательная и  секущая к окружности, 
равенство отрезков касательных, проведенных 
из одной точки

Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ òîëüêî îäíó 
îáùóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíî-
ñòè, à èõ îáùàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ 
ïðÿìîé è îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.276). 

Òåîðåìà. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ê ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó â òî÷êó êàñàíèÿ 
(OD  AB). 

Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè ïðÿìàÿ ïðîõî-
äèò ÷åðåç êîíåö ðàäèóñà îêðóæíîñòè è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ýòîìó ðàäèóñó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé. 

Äëèíîé êàñàòåëüíîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè A 
ê îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé êàñàíèÿ D, ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê 
AD. 

Òåîðåìà î äâóõ êàñàòåëüíûõ,  
âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè:

1. Äëèíû êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè 
ê îêðóæíîñòè, ðàâíû (ðèñ. 7.277). 

AB  AC. 
2. Áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó êàñàòåëüíûìè, âûõîäÿ-

ùèìè èç îäíîé òî÷êè, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð. 
AO — áèññåêòðèñà ( 1  2). 

З а д а ч а  1 . Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè äåëèò áîêîâóþ ñòî-
ðîíó íà îòðåçêè 10 ñì è 8 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðå-
óãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ: 

à) Ïóñòü AB  BC è BN  10; NC  8, òîãäà BM  10; 
MA  8, ò. ê. ABC — ðàâíîáåäðåííûé (ðèñ. 7.278).    
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Ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè: AM  AK  8; CN 
 CK  8. AB  BC  18; AC  8  8  16. P  18  2  16  52 (ñì). 

á) Åñëè BN  BM  8 è MA  NC  10, òî ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ AM 
 AK  CK  CN  10. AB  BC  18; AC  20. P  2  18  20  56 (ñì) (ðèñ. 7.279). 

Îòâåò: 52 ñì èëè 56 ñì. 
З а д а ч а  2 . Öåíòð âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè äåëèò åãî 
âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê îñíîâàíèþ, íà îòðåçêè 12 ñì è 20 ñì, ñ÷èòàÿ îò îñíîâà-
íèÿ. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: 
Ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè, áèññåêòðèñà 

óãëà ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð (ðèñ. 7.280). Çíà÷èò, AO — áèñ-
ñåêòðèñà è ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû â ABD (BD  AC) èìååì: 

BO
OD

AB
AD

20

12

5

3
;  òîãäà 

AB
AD

5

3
 è AB  5x; AD  4x. 

ABD — åãèïåòñêèé. BD  4x; 4x  32; x  8. AB  5  8  40; AD  4  8  32; 
AC  32  2  64. P  2AB  AC  2  40  64  144 (ñì). 

Îòâåò: 144 ñì. 

Пропорциональность отрезков хорд, касательных, секущих в круге
Õîðäîé íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè îêðóæíîñòè: 
CD, MN, AB — õîðäû (ðèñ. 7.281). Äèàìåòð òàêæå ÿâëÿåòñÿ õîðäîé, ïðè÷åì 

ñàìîé áîëüøîé â êðóãå. 
Ñåêóùåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ äâå îáùèå òî÷êè, ò. å. 

ñåêóùàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü. 
Ñâîéñòâà îòðåçêîâ õîðä, êàñàòåëüíûõ è ñåêóùèõ

1. Åñëè õîðäû AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, òî AS  BS  CS  DS (ðèñ. 7.282). 
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2. Åñëè èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå ñåêóùèå, êîòîðûå ïåðåñåêàþò 
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A, B è C, D ñîîòâåòñòâåííî, òî PA  PB  PC  PD (ðèñ. 7.283).

3. Åñëè ñåêóùàÿ âûõîäèò èç íåêîòîðîé òî÷êè C, òî îòðåçîê AC íàçûâàþò âíåø-
íåé ÷àñòüþ ñåêóùåé, AB — âíóòðåííåé (ðèñ. 7.284). 

 Åñëè èç îäíîé òî÷êè ê îêðóæíîñòè ïðîâåñòè ñåêóùóþ è êàñàòåëüíóþ, òî êâà-
äðàò äëèíû êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñåêóùåé íà åå âíåøíþþ ÷àñòü: 
CD2  AC  BC. 

4. Ïóñòü AB — äèàìåòð îêðóæíîñòè, òî÷êà C — ëþáàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè,  
CD  AB, òîãäà CD2  AD  BD (ðèñ. 7.285). 

5. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîèçâåäåíèå äèàãîíà-
ëåé ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí (ðèñ. 7.286):

AC  BD  AB  CD  AD  BC. 

З а д а ч а  3 . Õîðäà äëèíîé 40 ñì ïåðåñåêàåò äðóãóþ õîðäó è äåëèò åå íà îòðåçêè 
â îòíîøåíèè 3 : 8. Íàéòè äëèíó îòðåçêîâ ïåðâîé õîðäû, íà êîòîðûå äåëèò åå 
âòîðàÿ õîðäà, åñëè ðàçíîñòü îòðåçêîâ âòîðîé õîðäû 20 ñì.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü õîðäà AB  40 ñì (ðèñ. 7.287). Îíà äåëèò õîðäó CD íà îòðåçêè CS è SD 

òàêèå, ÷òî CS : SD  3 : 8 è SD – CS  20 ñì. 
Ïóñòü CS  3x, SD  8x, òîãäà 8x – 3x  20; 5x  20; x  4. SC  12 ñì;  

SD  32 ñì. 
Ïî òåîðåìå î äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðäàõ: 

AS  SB  CS  SD.
Ïóñòü BS  y; AS  40 – y. y(40 – y)  12  32; y2 – 40y  384  0; y

1
  24, y

2
  16. 

Òîãäà åñëè BS  24, òî AS  16 è åñëè BS  16, òî AS  24. 
Îòâåò: 24 ñì, 16 ñì. 
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З а д а ч а  4 . Èç òî÷êè âíå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ñåêó-
ùàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ, óäàëåí-
íûõ îò äàííîé òî÷êè íà 12 ñì è 20 ñì. Ðàññòîÿíèå 
îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà ðàâíî 17 ñì. Íàéòè ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü èç òî÷êè A ïðîâåëè ñåêóùóþ òàê, ÷òî AB 

 12 ñì, AC  20 ñì (ðèñ. 7.288). 
AO  17. Ïóñòü OE  x, òîãäà AD  17 – x, AE 

 17  x. 
Ïî òåîðåìå î äâóõ ñåêóùèõ: AD  AE  AB  AC. 

(17  x)(17 – x)  12  20; x  23. 
Îòâåò: 23 ñì. 
З а д а ч а  5 . Èç òî÷êè âíå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ñå-
êóùàÿ, âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ÷àñòü êîòîðîé îò-
íîñÿòñÿ êàê 5 : 4. Íàéòè äëèíó âñåé ñåêóùåé, 
åñëè êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ èç ýòîé æå òî÷êè 
ê îêðóæíîñòè, ðàâíà 12 ñì. 

Ðåøåíèå: 
Èç òî÷êè A ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ AB  12 ñì 

è ñåêóùàÿ AD, ïðè÷åì CD : AC  5 : 4 (ðèñ. 7.289). 
Òîãäà CD  5x, AC  4x, AD  9x. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

AB2  AC  AD, ïîëó÷èì: 
4x  9x  122; 36x2  144;  

x  2. AD  2  9  18. 
Îòâåò: 18 ñì. 

7.4.4.  Окружность, вписанная в  треугольник

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëü-
íèê, åñëè îíà êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí (ðèñ. 7.290). 

Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííûé â òðåóãîëüíèê, 
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà. 

Â ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, è òîëüêî îäíó. 

Ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàê ïðàâèëî, 
îáîçíà÷àåòñÿ r. 

Ïîëîæåíèå öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè çàâè-
ñèò îò âèäà òðåóãîëüíèêà: 
1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðè-

ñà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ñîâïàäàåò ñ ìå-
äèàíîé è âûñîòîé, íà ýòîé áèññåêòðèñå ëåæèò 
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Åñëè AB  BC, òî  
O  BD (BD — áèññåêòðèñà, ìåäèàíà, âûñîòà). 
OM  OD  OK  r (ðèñ. 7.291).

2. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ñîâïàäàþò òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, áèññåêòðèñ, âûñîò, öåíòð 
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âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ýòà òî÷êà 
íàçûâàåòñÿ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.292).

Ðàäèóñ âïèñàííîé â ðàâíîñòîðîííèé òðå-
óãîëüíèê îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

r
a 3

6

 ãäå a — ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. 
3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå (ðèñ. 7.293) ðàäèóñ 

âïèñàííîé îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

r
a b c

=
+ −
2

ãäå a è b — êàòåòû, c — ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà.
Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: 

a  b  2R  2r

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. 

4. Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b 
è c (ðèñ. 7.294) ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè 
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

r
S
p

ãäå p
a b c

=
+ +

2
,  ò. å. ïîëóïåðèìåòð, à S — ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà. Òî åñòü r
S

a b c
=

+ +
2

.

З а д а ч а  1 . Âûñîòà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 
12 ñì. Íàéòè ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü BM  AC, ò. å. BM — âûñîòà, îíà æå è ìå-

äèàíà ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, à ìåäèàíû 
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ BO : OM  2 : 1 (ãäå 
O — öåíòð òðåóãîëüíèêà) (ðèñ. 7.295). OM  r 
 12 : 3  4 (ñì). 

Îòâåò: 4 ñì. 
З а д а ч а  2 . Ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 
128 ñì, áîêîâàÿ ñòîðîíà îòíîñèòñÿ ê âûñîòå, ïðî-
âåäåííîé ê îñíîâàíèþ, êàê 5 : 4. Íàéòè äèàìåòð 
âïèñàííîé îêðóæíîñòè. 

Ðåøåíèå: 
AB  BC; AB : BD  5 : 4 (BD  AC) (ðèñ. 7.296). 
Ïóñòü AB  5x; BD  4x, òîãäà AD  3x (åãèïåòñêèé òðåóãîëüíèê). 
AC  6x. Ïåðèìåòð ABC: 6x  5x  5x  16x, à ïî óñëîâèþ ýòî 128 ñì. 

16x  128; x  8; AB  BC  5  8  40 ñì;  
AC  6  8  48 ñì; BD  4  8  32 ñì. 
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà èñïîëüçóåì ôîðìóëó: 

r
S

a b c
=

+ +
2

,   

ãäå S
BD AC

=
⋅

=
⋅

=
2

32 48

2
768  (ñì2). 

r
S

AB BC AC
=

+ +
=

⋅
+ +

=
2 2 768

40 40 48
12,   

äèàìåòð ðàâåí 24 ñì. 
Îòâåò: 24 ñì. 
З а д а ч а  3 . Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè äåëèò åãî íà îòðåç-
êè 12 ñì è 8 ñì. Íàéòè äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè 
(ðèñ. 7.297). 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè äå-

ëèò åãî íà îòðåçêè AK  8, KB  12. 
Ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç 

îäíîé òî÷êè: AK  AM  8; BN  BK  12.
Ïóñòü ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè OM  ON  x, 

íî CMON — êâàäðàò è CM  CN  x. 
Ïîëó÷èì: AC  x  8; AB  20; CB  x  12. 
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 

AB2  AC2  BC2, ò. å.  
(x  8)2  (x  12)2  202; x2  20x – 96  0. 

Óðàâíåíèå èìååò êîðíè x
1
  –24 (íå ïîäõîäèò ïî 

ñìûñëó), x
2
  4. 

Èòàê, ðàäèóñ ðàâåí 4 ñì, äèàìåòð ðàâåí 8 ñì. 
Îòâåò: 8 ñì. 

7.4.5.  Окружность, описанная около треугольника

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå åãî âåðøè-
íû (ðèñ. 7.298). 

Öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèí-
íûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. 

OM, OK è OP — ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû 
ê ñòîðîíàì AB, BC è AC, OA  OB  OC  R, ãäå 
R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè. 

Îêîëî ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü 
îêðóæíîñòü, è òîëüêî îäíó. 

Ïîëîæåíèå öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè çàâè-
ñèò îò âèäà òðåóãîëüíèêà: 
1. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå öåíòð îïèñàííîé 

îêðóæíîñòè ëåæèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè òðå-
óãîëüíèêà (ðèñ. 7.299).
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M

K

B

C

Ðèñ. 7.298 

O

Ðèñ. 7.299 
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2. Â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò âíå îáëà-
ñòè òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.300).

3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ñå-
ðåäèíîé ãèïîòåíóçû (ðèñ. 7.301).

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ íà 
âûñîòå (ìåäèàíå, áèññåêòðèñå), ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ (ðèñ. 7.302).

5. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè 
ñîâïàäàþò (ðèñ. 7.303), ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå: 

R
a 3

3
ãäå a — ñòîðîíà ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. 

6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.304):

R
c

mc2
ãäå c — ãèïîòåíóçà, mc — ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå.
a  b  2R  2r, ãäå a è b — êàòåòû, r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè. 

7. Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è c (ðèñ. 7.305) ðàäèóñ îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

R
abc

S4
ãäå S — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà èëè

R
a

=
2sin α

ãäå  — óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé ñòîðîíå a. 

R
S2

2
=

sin sin sinα β γ

O OR

R

R O

A

B

C
D

R

Ðèñ. 7.300 Ðèñ. 7.301  Ðèñ. 7.302 

O

a a

a

R

RR

mc

CR

a b

R O

c a

b

R
RR

α

β

γ

Ðèñ. 7.303 Ðèñ. 7.304 Ðèñ. 7.305 



7. Геометрия300

З а д а ч а  1 . Ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé â ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòåé ðàâíû 6 ñì 
è 15 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü åñòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòå-

òàìè a è b, ãèïîòåíóçîé c (ðèñ. 7.306). Ðàäèóñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè r  6 ñì, à îïèñàííîé — R 
 15 ñì. Ãèïîòåíóçà c  2R  30 ñì. 

Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå: 
a  b  2R  2r  2  6  2  15  42. 
P   a  b  c  42  30  72 (ñì). 

Îòâåò: 72 ñì. 
З а д а ч а  2 . Âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ òðå-
óãîëüíèêà, ðàâíà 72 ñì è äåëèò åãî íà îòðåçêè 30 ñì 
è 96 ñì. Íàéòè ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå: 
ABD è BDC — ïðÿìîóãîëüíûå (ðèñ. 7.307). Ïî 

òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
AB2  AD2  BD2  302  722  6 084; AB  78; 

BC2  BD2  DC2  962  722  14 400; BC  120. 

S
BD AC

ABCΔ =
⋅

=
⋅ +

=
2

72 30 96

2

( )
4 536 (ñì2). 

Íàéäåì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïî ôîð-
ìóëå: 

R
abc

S
AB BC AC

S
= =

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
⋅

=
4 4

78 120 126

4 4 536
65.

Îòâåò: 65 ñì. 
З а д а ч а  3 . Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãîë ïðè 

îñíîâàíèè 30 , à îñíîâàíèå ðàâíî 10 3  ñì. Íàéòè 
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.308).

Ðåøåíèå: 
AB  BC; A  C  30 ,

òîãäà B  180  – (30   30 )  120 . 

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó R
a

=
2sin

,
α

   120 , 

sin ;120
3

2
° =  R

AC
=

°
=

⋅
=

2 120

10 3

2
3

2

10
sin

 (ñì). 

Îòâåò: 10 ñì. 
З а д а ч а  4 . Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âûñîòîé, 
ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ 16 ñì, âïèñàí â îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà 12,5 ñì. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëü-
íèêà.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü AB  BC, öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé 

îêîëî ABC, íàõîäèòñÿ íà âûñîòå BD, BK — äèà-
ìåòð îêðóæíîñòè, BK  12,5  2  25 ñì (ðèñ. 7.309). 

BD  16 ñì, òîãäà DK  9 ñì. 

r

Rc

a b

Ðèñ. 7.306 

30 96

72

A

B

D C

Ðèñ. 7.307 

30°

10√3

O

A

B

C

Ðèñ. 7.308 
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O

A
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C
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K

R
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Ñîåäèíèì òî÷êè A è K. ABK — ïðÿìîóãîëüíûé, ò. ê. BAK îïèðàåòñÿ íà 
äèàìåòð è BAK  90 . 

Ïî òåîðåìàì î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå: 

AD2  DK  DB  9  16; AD = ⋅ = ⋅ =9 16 3 4 12  (ñì); 

AB2  BK  BD  25  16; AB = ⋅ = ⋅ =25 16 5 4 20  (ñì); 
AB  BC  20 ñì; AC  AD  2  24 (ñì). 

P ABC  20  20  24  64 (ñì). 
Îòâåò: 64 ñì. 

7.4.6.  Вписанные и  описанные окружности правильного многоугольника

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-
íûì, åñëè ó íåãî âñå ñòîðîíû è âñå óãëû ðàâíû 
(ðèñ. 7.310).

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â ìíîãî-
óãîëüíèê, åñëè îíà êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí, ò. å. 
ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè 
ê ýòîé îêðóæíîñòè.

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî ìíîãî-
óãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå åãî âåðøèíû. 

Ïóñòü R — ðàäèóñ îïèñàííîé, à r — ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

Â AOB ∠ =
°

=
°

AOB
n n

360

2

180
,  ãäå n — ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. 

AB
a
2

,  ãäå a — ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. 

Òîãäà R
a

n

=
°

2
180

sin
;  r

a

n

=
°

2
180

tg
.

Ïóñòü Sn — ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, Pn — ïåðèìåòð ïðàâèëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ñâÿçü ìåæäó P
n
, R, r, S

n
 è a

Êîë-âî ñòîðîí 
ìíîãîóãîëüíèêà

R r S

n
a

n
2

180
sin

°
a

n2

180
ctg

° 1

2
P rn

3
a 3

3

a 3

6

a2 3

4

4 
a 2

2

a
2

a2 

6 a
a 3

2

3 3

2

2a

α

B

r

a

R

A

O

Ðèñ. 7.310 
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Çàâèñèìîñòü ñòîðîíû a
n
 ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà îò R è r 

Êîë-âî ñòîðîí  
ìíîãîóãîëüíèêà

Çàâèñèìîñòü  
a

n
 îò R è n

Çàâèñèìîñòü a
n
 îò r 

è n

n a R
nn =

°
2

180
sin a r

nn =
°

2
180

tg

3 a R3 3 a r3 2 3

4 a R4 2 a
4
  2r

6 a
6
  R a r6

2

3
3

З а д а ч а  1 . Â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéòè ñòîðîíó ïðàâèëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü.  

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà a (ðèñ. 7.311). 

Â êâàäðàò âïèñàíà îêðóæíîñòü, åå ðàäèóñ ðàâåí 
a
2

.  

Ýòà æå îêðóæíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó 
ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé, è åãî ñòîðîíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî 

ôîðìóëå: a R
a

3 3
3

2
.

Îòâåò: 
a 3

2
.

З а д а ч а  2 . Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðàâèëü-
íûé øåñòèóãîëüíèê, ðàâåí 12 ñì. Íàéòè ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: 
Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O èìååò ðàäèóñ 

OC  12 ñì (ðèñ. 7.312). 
Âîêðóã ýòîé îêðóæíîñòè îïèñàí øåñòèóãîëüíèê 

ñî ñòîðîíîé AB. 
OAB — ðàâíîñòîðîííèé. OC  AB. 

AOC  30 . AC OC= ⋅ ° =
⋅

=tg .30
12 3

3
4 3  

AB 8 3.
Âîêðóã øåñòèóãîëüíèêà îïèñàíà îêðóæíîñòü, 

ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí ñòîðîíå øåñòèóãîëüíèêà. 

Îòâåò: 8 3  ñì. 
З а д а ч а  3 . Ñòîðîíà êâàäðàòà, âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü, ðàâíà a. Íàéòè ñòîðîíó ïðàâèëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó æå îêðóæíîñòü.

Ðåøåíèå: 
Ñòîðîíà êâàäðàòà MNKP MN  a (ðèñ. 7.313). 

Òîãäà ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè R
a 2

2
.

O
r

a

a
a

3

Ðèñ. 7.311 
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Â ýòó æå îêðóæíîñòü âïèñàí òðåóãîëüíèê, åãî ñòîðîíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

a R
a a

3 3
2 3

2

6

2
= =

⋅
= .

Îòâåò: 
a 6

2
.

7.5.  Измерения геометрических величин

7.5.1.  Длина отрезка, длина ломаной, периметр многоугольника.  
Расстояние от точки до прямой

Îòðåçîê — ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé, ëåæà-
ùèõ ìåæäó äâóìÿ åå òî÷êàìè — êîíöàìè îòðåçêà. 

Äëÿ èçìåðåíèÿ îòðåçêîâ ñëóæàò ðàçëè÷íûå èíñòðóìåíòû, ïðîñòåéøèé èç êî-
òîðûõ — ëèíåéêà ñ äåëåíèÿìè. 

Àêñèîìû èçìåðåíèÿ îòðåçêîâ
1. Êàæäûé îòðåçîê èìååò îïðåäåëåííóþ äëèíó, 

áîëüøóþ íóëÿ (ðèñ. 7.314): 
AB  a  0. 

2. Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êî-
òîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ëþáîé åãî òî÷êîé: 

AB  AM  MB. 

З а д а ч а  1 . Â êàêîì ñëó÷àå òî÷êè M, K è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé? 
1) MK  3 ñì; KC  10 ñì; MC  8 ñì; 
2) MK  12 ñì; KC  1 ñì; MC  12 ñì; 
3) MK  15; KC  5 ñì; MC  10 ñì. 
Îòâåò: 3), ïîñêîëüêó MK  KC  MC, ò. å. 15  5  10. 

Ëîìàíàÿ — ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ 
èç òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé è ñîåäèíåí-
íûõ îòðåçêàìè (ðèñ. 7.315).

Âåðøèíû ëîìàíîé — ýòî òî÷êè, êîòîðûå ñîåäèíÿ-
þòñÿ îòðåçêàìè: A, B, C, D, …

Çâåíüÿ ëîìàíîé — ýòî îòðåçêè, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò ëîìàíàÿ: AB, BC, CD, …

×òîáû íàéòè äëèíó ëîìàíîé, íåîáõîäèìî ñëî-
æèòü äëèíû âñåõ åå çâåíüåâ. 

З а д а ч а  2 . Äàíà ëîìàíàÿ ABCDEF, ïðè÷åì AB  3 ñì; 
BC  2,3 ñì; CD  5,1 ñì; DE  6,2 ñì; EF  3,7 ñì. 
Íàéòè äëèíó ëîìàíîé. 

Ðåøåíèå: 
AB  BC  CD  DE  EF  3  2,3  5,1  6,2  3,7  20,3 (ñì). 

Îòâåò: 20,3 ñì. 

MA
a

B
Ðèñ. 7.314 

A

B

C

D

EF
Ðèñ. 7.315 
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Ëîìàíàÿ ìîæåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ òî÷êè ëî-
ìàíîé ñîâïàäàþò, òî ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé (ðèñ. 7.316).

Çàìêíóòóþ ëîìàíóþ òàêæå íàçûâàþò ìíîãîóãîëüíèêîì (ðèñ. 7.317).
Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè êàæäàÿ åãî äèàãîíàëü ëåæèò 

âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 7.318).
×èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

n n( )3

2

ãäå n — êîëè÷åñòâî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. 
Ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äëèí åãî ñòîðîí: 

Pn  A
1
A

2
  A

2
A

3
  …  An–1

An

A
6

A
7

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
1

A
2 A

3

A
4

A
5

Ðèñ. 7.316 Ðèñ. 7.317 Ðèñ. 7.318 

З а д а ч а  3 . Íàéòè ïåðèìåòð ïÿòèóãîëüíèêà, åñëè îäíà èç åãî ñòîðîí ðàâíà 7 ñì, 
à êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ñòîðîíà íà 1 ñì áîëüøå ïðåäûäóùåé. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ñòîðîí ïÿòèóãîëüíèêà: 7, 8, 9, 10, 11. 

P  7  8  9  10  11  45 (ñì). 
Îòâåò: 45 ñì. 

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé — ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç 
òî÷êè íà ïðÿìóþ. 

З а д а ч а  4 . Èç òî÷êè ê ïðÿìîé ïðîâåäåíû íàêëîííûå 23 ñì è 33 ñì. Íàéòè ðàñ-
ñòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ïðÿìîé, åñëè ïðîåêöèè íàêëîííûõ îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü íàêëîííûå, ïðîâåäåííûå ê ïðÿìîé MA 

 33 ñì, MB  23 ñì (ðèñ. 7.319). Ðàññòîÿíèå îò 
òî÷êè M äî ïðÿìîé AB — äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà 
MC (MC  AB). Ïðîåêöèè íàêëîííûõ CB : AC 
 2 : 3, ò. å. CB  2x, AC  3x (ìåíüøåé íàêëîííîé 

ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ ïðîåêöèÿ).
Äâàæäû âûðàçèì MC2 ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 

AMC è MCB: 
MC2  332 – (3x)2 è MC2  232 – (2x)2. 

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 332 – 9x2  232 – 4x2; x2  112. 
Òîãäà MC2  232 – 4x2  232 – 4  112  81; MC  9. 

Îòâåò: 9 ñì. 

33 23

3x

A

M

BC

2x

Ðèñ. 7.319 
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7.5.2.  Длина окружности

Îêðóæíîñòü — ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê 
ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè (öåí-
òðà) (ðèñ. 7.320). 

Ðàäèóñ — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòð, ñ ëþáîé 
òî÷êîé îêðóæíîñòè (îáîçíà÷àåòñÿ R èëè r). OA  R. 

Õîðäà — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà 
îêðóæíîñòè. DE — õîðäà.

Äèàìåòð — õîðäà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð 
îêðóæíîñòè. BC — äèàìåòð. 

Îáîçíà÷àåòñÿ D èëè d. Î÷åâèäíî, ÷òî: 

D  2R

Äóãà — ÷àñòü îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè: AC; AB; EC. 
Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê åå äèàìåòðó åñòü îäíî è òî æå ÷èñëî äëÿ 

âñåõ îêðóæíîñòåé. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ãðå÷åñêîé áóêâîé  («ïè»). 

Ïîñêîëüêó π =
c
R2

,  ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû îêðóæíîñòè: 

C  2 R

×èñëî  ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé íåïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, ò. å. èð-
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûì 
çíà÷åíèåì   3,14. 

З а д а ч а  1 . Íàéòè äëèíó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî: 
à) ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b;
á) ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a;
â) ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ 

12 3  ñì2. 
Ðåøåíèå: 

à) Íàéäåì ãèïîòåíóçó c a b= +2 2  (ðèñ. 7.321). 

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè: R
c a b

= =
+

2 2

2 2

,  

òîãäà C R
a b

a b= =
+

= +2
2

2

2 2
2 2π

π
π .

á) Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå 

 R
a 3

3
,  òîãäà C R

a
= =2

2 3

3
π

π
(ðèñ. 7.322).

â) S6 12 3  ñì2, íî S
a3 3

2

2

;  
3 3

2
12 3

2a
;  

a 2 2;  R a6 2 2;  C R= = ⋅ =2 2 2 2 4 2π π π.

Îòâåò: à) π a b2 2+ ;  á) 
2 3

3

πa
;  â) 4 2π.

З а д а ч а  2 . Íàéòè äëèíó îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â: 
à) ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé c è îñòðûì óãëîì ; 
á) ðîìá ñî ñòîðîíîé a è îñòðûì óãëîì 30 . 

O

A

B

C

D E

Ðèñ. 7.320 

RC

a b

Ðèñ. 7.321 

a a

a

R

Ðèñ. 7.322 
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Ðåøåíèå: 
à) a  c sin , b  c cos . Ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè íàéäåì ïî ôîðìóëå (ðèñ. 7.323):

r
a b c c c c

=
+ −

=
+ −

=
2 2

sin cosα α
 

c
= + −

2
1(sin cos );α α C r c= = + −2 1π π α α(sin cos ).

á) Íàéäåì âûñîòó ðîìáà, åñëè ñòîðîíà ðàâíà a, 
à îñòðûé óãîë 30 (ðèñ. 7.324): 

h a a
a

= = ° =sin sin .α 30
2

Ðàäèóñ âïèñàííîé â ðîìá îêðóæíîñòè:

r
h a
2 4

.  C
a

= =2
2

π
π

.

Îòâåò: à) π α αc(sin cos );+ − 1  á) 
πa
2

.

З а д а ч а  3 . Àâòîìîáèëü ïðîåõàë 450 ì. Íàéòè äèàìåòð êîëåñà àâòîìîáèëÿ, åñëè 
èçâåñòíî, ÷òî êîëåñî ñäåëàëî 250 îáîðîòîâ. 

Ðåøåíèå: 
Äëèíà îêðóæíîñòè êîëåñà ðàâíà: 450 : 250  1,8 ì  180 ñì. C  D, òîãäà 

D
C

=
π

 è äèàìåòð êîëåñà: D = ≈
180

3 14
57 3

,
,  (ñì). 

Îòâåò: 57,3 ñì. 

7.5.3.  Градусная мера угла, соответствие между величиной угла  
и  длиной дуги окружности

Óãîë — ýòî ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè — âåðøèíû óãëà, è äâóõ ðàçëè÷íûõ 
ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè, — ñòîðîí óãëà (ðèñ. 7.326; 7.327). 

Óãëû èçìåðÿþò â ãðàäóñàõ. Äëÿ èçìåðåíèÿ óãëîâ èñïîëüçóþò òðàíñïîðòèð. 

1
1

180
° =  ðàçâåðíóòîãî óãëà. 

Àêñèîìû èçìåðåíèÿ óãëîâ:
1. Êàæäûé óãîë èìååò îïðåäåëåííóþ ãðàäóñíóþ ìåðó, áîëüøóþ íóëÿ: 

(ab)  n   0.
2. Ðàçâåðíóòûé óãîë ðàâåí 180 . 
3. Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà ðàâíà ñóììå ãðàäóñíûõ ìåð óãëîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáè-

âàåòñÿ ëþáûì ëó÷îì, ïðîõîäÿùèì ìåæäó åãî ñòîðîíàìè (ðèñ. 7.328): 
(ab)  (am)  (mb). 

A

CB
∠ABC

m

n
∠(mn)

n°
b

m

a

Ðèñ. 7.325 Ðèñ. 7.326 Ðèñ. 7.327 

α

a

b

c

Ðèñ. 7.323 

α

a

r

h

Ðèñ. 7.324 
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З а д а ч а  1 . Ìåæäó ñòîðîíàìè óãëà (ab) ïðîâåëè ëó÷ 
òàê, ÷òî îäèí èç îáðàçîâàâøèõñÿ óãëîâ â 5 ðàç áîëü-
øå äðóãîãî. Íàéòè ýòè óãëû, åñëè (ab)  66 .

Ðåøåíèå:
Ïóñòü (bc)  x, òîãäà (ac)  5x (ðèñ. 7.328). 
Ïî àêñèîìå èçìåðåíèÿ óãëîâ: 

(ac)  (cb)  (ab). 
5x  x  66; x  11; 5x  55. 

Îòâåò: 11  è 55 . 

Äóãà — ýòî ÷àñòü îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííàÿ 
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè (ðèñ. 7.329).

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ 
ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà. 

AB  AOB  . 
Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà äóãè â 1  ñîñòàâèò:

l
R R

1

2

360 180° =
°

=
°

π π
.  

Òîãäà äëèíà äóãè â : 

l
R

α

π α
=

⋅ °
°180

З а д а ч а  2 . Íàéòè ãðàäóñíóþ ìåðó äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà 5 ñì, åñëè åå ãðàäóñ-
íàÿ ìåðà ðàâíà: à) 30 ; á) 45 ; â) 60 ; ã) 90 ; ä) 72 . 

Ðåøåíèå: 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé à)—ã) ïðîùå âû÷èñëèòü äëèíó îêðóæíîñòè è îïðåäå-

ëèòü, êàêóþ åå ÷àñòü ñîñòàâëÿåò äóãà. 
C R= = ⋅ = ≈2 2 5 10 31 4π π π ,  ñì. 

à) 360  : 30  12; ò. å. 30 —
1

12
 ÷àñòü îêðóæíîñòè; C

30
  31,4 : 12  2,62 ñì; 

á) 360  : 45  8; C
45

  31,4 : 8  3,925 ñì; 

â) 360  : 60  6; ò. å. 60 —
1

6
 ÷àñòü îêðóæíîñòè: C

6
  31,4 : 6  5,2 ñì; 

ã) 360  : 90  4; ò. å. C
90

  31,4 : 4  7,85 ñì; 

ä) C72

5 72

180
6 28° =

⋅ ⋅ °
°

=
π

,  èëè 180 : 72  5; 31,4 : 5  6,28 ñì. 

З а д а ч а  3 . Íàéòè äëèíó ìàÿòíèêà ñòåííûõ ÷àñîâ, åñ-
ëè óãîë åãî êîëåáàíèÿ 38 , à äëèíà äóãè, êîòîðóþ 
îí îïèñûâàåò, ðàâíà 48 ñì.

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ìàÿòíèêà — ýòî ðàäèóñ äóãè 

îêðóæíîñòè â 38  è äëèíîé 48 ñì (ðèñ. 7.331), ò. å. 

åñëè l
R

=
⋅ °

°
π α
180

,  òî R
l

=
°
°

=
° ⋅

⋅
≈

180 180 48

3 14 38
40 5

πα ,
,  ñì. 

Îòâåò: 40,5 ñì.
З а д а ч а  4 . Íàéòè äëèíó äóãè, êîòîðóþ îïèñûâàåò êîíåö ìèíóòíîé ñòðåëêè çà 
11 ìèí, åñëè äëèíà ñòðåëêè 12 ñì.

b

c

a

Ðèñ. 7.328 

α

A

O

B
Ðèñ. 7.329 

38°

48 ñì

Ðèñ. 7.330 



7. Геометрия308

Ðåøåíèå: 

Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà 11 ìèí ïðîõîäèò óãîë α =
°

⋅ = °
360

60
11 66 .

Òîãäà åå êîíåö ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå l
R

=
⋅ °

°
=

⋅ ⋅
≈

π α
180

3 14 12 66

180
13 8

,
,  ñì. 

Îòâåò: 13,8 ñì. 

7.5.4.  Площадь и  ее свойства. Площадь прямоугольника

Ïëîùàäü — ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå, ðàçìåð ïëîñêîé ôèãóðû. 
Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà — ýòî âåëè÷èíà òîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, êîòîðóþ çà-

íèìàåò ìíîãîóãîëüíèê. 
Åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïëîùàäè — êâàäðàò ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé åäèíèöå èç-

ìåðåíèÿ îòðåçêîâ, ò. å. ïëîùàäü èçìåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, â êâàäðàòíûõ ñàíòèìå-
òðàõ — 1 ñì2; êâàäðàòíûõ ìåòðàõ — 1 ì2 è ò. ä. 

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïëîùàäåé:
1. Ðàâíûå ôèãóðû èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè. 
2. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, òî åãî ïëî-

ùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ðèñ. 7.331): 

S  S
1
  S

2
  S

3

3. Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà êâàäðàòó åãî ñòîðîíû (ðèñ. 7.332). 
 Íàïðèìåð, ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ìì ðàâíà 1 ìì2.

Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a è äèàãîíàëüþ d âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
êâ
  a2 èëè S

d
êâ

2

2

ò. ê. a
d

2
.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñìåæíûõ ñòîðîí a è b (ðèñ. 7.333): 

S  ab

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè èçâåñòíà äëèíà åãî äèàãî-
íàëè è óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè (ðèñ. 7.334): 

S d=
1

2
2 sin ϕ

Ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü. 
Íàïðèìåð, êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a  6 ñì (S

êâ
  36 ñì2) è ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðî-

íàìè a  9 ñì, b  4 ñì (S
ïð
  36 ñì2) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè. 

З а д а ч а  1 . Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 34 ñì, à äèàãîíàëü 13 ñì. Íàéòè ïëî-
ùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ. 7.335). 

S

S
1

S
3

S
2

a

ad

b

a
ϕ

d

Ðèñ. 7.331 Ðèñ. 7.332 Ðèñ. 7.333 Ðèñ. 7.334 
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Ðåøåíèå: 
P  2(a  b)  34, òîãäà a  b  34 : 2  17.

Ïóñòü a  x, òîãäà b  17 – x.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà a2  b2  d2, òîãäà: 

x2  (17 – x)2  132; x2 – 17x  60  0;  
x

1
  5; x

2
  12. 

Åñëè x  5, òî 17 – x  12; åñëè x  12, òî 17 – x  5. 
Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà 5 è 12. S  5  12  60 (ñì2). 

Îòâåò: 60 ñì2. 
З а д а ч а  2 . Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà 20 ñì è ñîñòàâëÿåò ñ åãî ñòîðîíîé óãîë 15 . 
Íàéòè ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ. 7.336). 

Ðåøåíèå: 
CAD  BDA  15 , òîãäà: 

COD  15   15  (êàê âíåøíèé óãîë AOD). 
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëî-

ùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ÷åðåç åãî äèàãîíàëü:

S AC=
1

2
2 sin ,ϕ  ãäå   30 ;

sin .30
1

2
° =  S = ⋅ ⋅ = =

1

2
20

1

2

400

4
1002  (ñì2). 

Îòâåò: 100 ñì2. 
З а д а ч а  3 . Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà 140 ñì, à ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç 
åãî âåðøèíû ê äèàãîíàëè, äåëèò åå â îòíîøåíèè 9 : 16. Íàéòè ïëîùàäü ïðÿìî-
óãîëüíèêà (ðèñ. 7.337). 

Ðåøåíèå:
BK  AC, AK : KC  9 : 16, òîãäà ïóñòü AK  9x, 

KC  16x, AC  25x. 
Ïî òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â ïðÿ-

ìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå: 

AB2  AC  AK  9x  25x; AB x x= ⋅ ⋅ =9 25 152 ;  
BC2  KC  AC  6x  25x; BC  20x. AB  BC  P : 2 
 140 : 3  70. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 15x  20x  70; 

x  2. AB  30; BC  40. S
ïð
  30  40  1200 (ñì2). 

Îòâåò: 1200 ñì2. 

Ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà (ðèñ. 7.338) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

S d d÷ò =
1

2 1 2 sin ϕ

ãäå d
1
 è d

2
 — äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà,  — 

óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè. 

З а д а ч а  4 . Íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ äèàãîíàëÿìè 12 è 12 2,  åñëè óãîë 
ìåæäó íèìè ðàâåí 45 .

Ðåøåíèå: 

d
1
  12, d2 12 2,    45 , sin ;45

2

2
° =  S d d= = ⋅ ⋅ ⋅ =

1

2

1

2
12 12 2

2

2
721 2 sin .ϕ

Îòâåò: 72. 

d

b

a

Ðèñ. 7.335 

15° 15°
A

B C

D

O
ϕ

Ðèñ. 7.336 

16x

9x

A

B C

D
K

Ðèñ. 7.337 

d
1

d
2

ϕ

Ðèñ. 7.338 
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7.5.5.  Площадь параллелограмма

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñòîðîíû íà âûñîòó, ïðî-
âåäåííóþ ê ýòîé ñòîðîíå (ðèñ. 7.339): 

S
ïàð

  b  hb èëè S
ïàð

  a  ha

Ñëåäñòâèå. Â ïàðàëëåëîãðàììå áîëüøåé áóäåò âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ìåíü-
øåé âûñîòå, à ìåíüøåé — âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê áîëüøåé ñòîðîíå. 

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó 
íèìè (ðèñ. 7.340): 

S
ïàð

  ab sin 

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé íà ñè-
íóñ óãëà ìåæäó íèìè (ðèñ. 7.341):

S
d d

ïàð = 1 2

2
sin ϕ

ha

hb

a

b
α

a

b d
1

d
2

ϕ

Ðèñ. 7.339 Ðèñ. 7.340 Ðèñ. 7.341 

Ïëîùàäü ðîìáà: 
à) ïðîèçâåäåíèå ñòîðîíû íà âûñîòó (ðèñ. 7.342): 

S
ð
  ah

á) ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòà ñòîðîíû íà ñèíóñ óãëà ðîìáà (ðèñ. 7.343): 

S
ð
  a2 sin 

â) ïîëîâèíà ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé (ðèñ. 7.344): 

S d dð

1

2 1 2

h

a
α

a

d
1

d
2

Ðèñ. 7.342 Ðèñ. 7.343 Ðèñ. 7.344 

З а д а ч а  1 . Áèññåêòðèñà óãëà ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðûé ðàâåí 150 , äåëèò åãî 
ñòîðîíó íà îòðåçêè 24 ñì è 16 ñì, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû ïðîòèâîëåæàùåãî óãëà. 
Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 7.345). 

Ðåøåíèå: 
BK — áèññåêòðèñà è 1  2, íî 2  3 êàê 

âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå (AD  BC, BK — ñå-
êóùàÿ). Òîãäà 1  3 è ABK — ðàâíîáåäðåí-
íûé, AB  AK  16. Èìååì: AB  16 ñì, BC 

 AD  16  24  40 ñì, B  150 , sin ;150
1

2
° =

S AB BC B= ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ =sin 16 40
1

2
320 (ñì2). Îòâåò: 320 

ñì2. 

1
2

316 24
A

B C

DK
Ðèñ. 7.345 
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З а д а ч а  2 . Âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà, ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû îñòðîãî óãëà, ðàâ-
íû 5 ñì è 12 ñì, à óãîë ìåæäó íèìè 120 . Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà. 
(ðèñ. 7.346)

Ðåøåíèå: 
Ïðîâåäåì âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà CM è CN èç 

âåðøèíû C íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîí AB è AD. 
MCN  120 . Ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà 

AMCN ðàâíà 360 , òîãäà: 
A  360  – (90   90   120 )  60 . 

Ïðîâåäåì BK  AD, BK  CN  5 (ñì). sin ,∠ =A
BK
AB

 

ò. å. AB
BK

A
=

∠
=

°
= = =

sin sin
;

5

60

5

3

2

10

3

10 3

3

S AB CMïàð = ⋅ = ⋅ =
10 3

3
12 40 3  (ñì2). 

Îòâåò: 40 3  ñì2. 
З а д а ч а  3 . Óãëû ðîìáà îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 5, à ñòîðîíà ðàâíà 12 ñì. Íàéòè ïëîùàäü 
ðîìáà (ðèñ. 7.347).

Ðåøåíèå: 
A : B  1 : 5. Òîãäà A  x, B  5x, èõ ñóììà 

180 . x  5x  180 ; x  30 . 

S AB Að = ∠ = ° = ⋅ =2 212 30 144
1

2
72sin sin  (ñì2). 

Îòâåò: 72 ñì2. 
З а д а ч а  4 . Áîëüøàÿ äèàãîíàëü ðîìáà äåëèò åãî âûñî-
òó, ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû òóïîãî óãëà, íà îòðåç-
êè 75 ñì è 21 ñì. Íàéòè ïëîùàäü ðîìáà (ðèñ. 7.348). 

Ðåøåíèå: 
Äèàãîíàëü ðîìáà ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé åãî óã-

ëà. Ïîýòîìó â ABP (BK  AD) ïî ñâîéñòâó áèññåê-

òðèñû: 
BK
KP

AB
AP

75

21

25

7
;  AB : AP  25 : 7.

Ïóñòü AB  25x, òîãäà AP  7x.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà BP x x x= − =( ) ( ) .25 7 242 2  
24x  75  21; x  4.

AD  AB  25  4  100 ñì; BP  75  21  96 ñì. 
S

ð
  BP  AD  96  100  9 600 (ñì2). 

Îòâåò: 9 600 ñì2. 

7.5.6.  Площадь трапеции

Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëó-
ñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó (ðèñ. 7.349): 

S
a b

hòð =
+

⋅
2

120°

5 5

12

A

B C

D

M

K N
Ðèñ. 7.346 

x

5x

A

B C

D
Ðèñ. 7.347 

75

21

A

B C

D

K

Ðèñ. 7.348 

a

b

h

Ðèñ. 7.349 
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Ñëåäñòâèÿ: 
1. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åå ñðåäíåé ëèíèè íà âûñîòó (ðèñ. 7.350):

S
òð
  m  h

ãäå m
a b

=
+
2

 — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè. 

Â ÷àñòíîñòè, â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, ãäå âûñîòà äåëèò áîëüøåå îñíîâàíèå 
íà îòðåçêè m è n (ðèñ. 7.351): 

m
a b

=
+
2

;  n
b a

=
−
2

; S
òð
  m  h

 ãäå m — áîëüøèé èç îòðåçêîâ, íà êîòîðûå âûñîòà äåëèò áîëüøåå îñíîâàíèå. 
2. Ïëîùàäü òðàïåöèè ìîæíî íàéòè êàê ïðîèçâåäåíèå áîêîâîé ñòîðîíû íà äëè-

íó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà íåå èç ñåðåäèíû äðóãîé áîêîâîé ñòîðîíû 
(ðèñ. 7.352): 

S
òð
  MN  CD

3. Ïóñòü a è b — îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, à îòðåçîê MN  BC  AD òàêîé, ÷òî äåëèò 
ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì (ðèñ. 7.353), òîãäà:

KL
a b

=
+2 2

2
;  SAKLD  SKBCL

4. Åñëè â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à âûñîòà 
òðàïåöèè ðàâíà h (ðèñ. 7.354), òî: 

S
òð
  h2

З а д а ч а  1 . Îñíîâàíèÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèè 50 ñì è 14 ñì, äèàãîíàëü ðàâíà 40 ñì. 
Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè (ðèñ. 7.355).

Ðåøåíèå: 

BK  AD, KD
BC AD

=
+

=
+

=
2

14 50

2
32.  

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
BK2  402 – 322  242; BK  24. S

òð
  BK  KD  24  32  768 (ñì2).

Îòâåò: 768 ñì2. 

h
m

a

b

mn

h

A

B C

D

N

Ðèñ. 7.350 Ðèñ. 7.351 Ðèñ. 7.352 

a

bA D

K L

B C

h

14

40

50A DK

B C

Ðèñ. 7.353 Ðèñ. 7.354 Ðèñ. 7.355 
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З а д а ч а  2 . Îñíîâàíèÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû 13 ñì è 37 ñì. Äèàãîíàëè âçà-
èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè. 

Ðåøåíèå: 
Ïðîâåäåì âûñîòó MN ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ 

äèàãîíàëåé — òî÷êó O (ðèñ. 7.356).
BOC è AOD — ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëü-

íûå, òîãäà è OMC è OND — ðàâíîáåäðåííûå 
ïðÿìîóãîëüíûå ( 1  2  3  4  45 ). 

OM  MC, ON  ND, òîãäà: 

MN MO ON
BC AD

= + =
+

=
+

=
2

13 37

2
25.

Ïëîùàäü òàêîé òðàïåöèè: 
S

òð
  MN2  252  625 (ñì2). 

Îòâåò: 625 ñì2. 
З а д а ч а  3 . Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè 8 ñì è 42 ñì, äèàãîíàëè 30 ñì è 40 ñì. Íàéòè 
ïëîùàäü òðàïåöèè (ðèñ. 7.357). 

Ðåøåíèå: 
Ïðîâåäåì CD

1
  BD, ïîëó÷èì òî÷êó D

1
 — òî÷-

êó ïåðåñå÷åíèÿ CD
1
 è ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû AD. 

Ïîëó÷èì: ïàðàëëåëîãðàìì DBCD
1
; BD  CD

1
  40; 

BC  DD
1
  8 è òðåóãîëüíèê ACD

1
 ñî ñòîðîíàìè 

AC  30, CD
1
  40 è AD

1
  42  8  50. Ýòîò òðå-

óãîëüíèê — ïðÿìîóãîëüíûé ïî òåîðåìå, îáðàòíîé 
ê òåîðåìå Ïèôàãîðà (502  302  402). Íàéäåì âû-
ñîòó ýòîãî òðåóãîëüíèêà (îíà æå âûñîòà òðàïåöèè). 

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå: 
CP  AD

1
  AC  CD

1
, òîãäà:

CP
AC CD

AD
=

⋅
=

⋅
=1

1

30 40

50
24  (ñì). S

BC AD
CPABCD =

+
⋅ =

+
⋅ =

2

8 42

2
24 600  (ñì2). 

Îòâåò: 600 ñì2. 
З а д а ч а  4 . Áîêîâûå ñòîðîíû è âûñîòà òðàïåöèè ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 25 ñì, 30 ñì è 24 ñì. Áèññåêòðè-
ñû îñòðûõ óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ íà ìåíüøåì îñíîâà-
íèè. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè. 

Ðåøåíèå: 
ABK è KCD — ðàâíîáåäðåííûå ( 1  2 — 

áèññåêòðèñà, 2  3 — âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæà-
ùèå, 1  3, àíàëîãè÷íî 5  6) (ðèñ. 7.358). 

AB  BK  25; KC  CD  30, òîãäà: 
BC  25  30  55 (ñì). 

Ïðîâåäåì âûñîòû (ðèñ. 7.359). BM  CN  24 (ñì). 
Èç ABM: AM2  252 – 242  72; AM  7.
Èç CND: ND2  302 – 242  182; MD  18. 
AD  AM  MN  ND  7  55  18  70 (ñì), 

BC  MN. 

S
BC AD BM

òð =
+ ⋅

=
+ ⋅

=
( ) ( )

2

55 70 24

2
1500  (ñì2). 

Îòâåò: 1500 ñì2. 

4

3

21

A D

B CM

N
Ðèñ. 7.356 

D
1

30
40

40

42 8

8

A

B C

DP

Ðèñ. 7.357 

2

3025
1

4

5

63

A

B C

D

K

Ðèñ. 7.358 

25

55

24 24 30

A M N D

B C

Ðèñ. 7.359 
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7.5.7.  Площадь треугольника

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.360; 7.361) âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

1.  S ah bh cha b c

1

2

1

2

1

2

2.  S b bc ac= = =
1

2

1

2

1

2
sin sin sinγ α β

 Ñëåäñòâèå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíû åãî âûñîòàì: 

a b c
h h ha b c

: : : : .
1 1 1

 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ñòîðîíà òðåóãîëü-
íèêà, òåì ìåíüøå âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê íåé. 

3. Ôîðìóëà Ãåðîíà (íàõîæäåíèå ïëîùàäè ïî òðåì 
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà) (ðèñ. 7.362): 

S p p a p b p c= − − −( )( )( )

 ãäå p
a b c

=
+ +

2
 — ïîëóïåðèìåòð, èëè

S a b c a b c a b c a b c= + + − + + − + + −
1

4
( )( )( )( )

4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè, åñëè èç-
âåñòíû ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé R è r: 

S
abc

R4
 èëè S R= 2 2 sin sin sinα β γ

 R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
5. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè, åñëè èçâå-

ñòåí ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.364):

S  p  r

 ãäå p
a b c

=
+ +

2
, r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè.
6.  Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî (ïðàâèëüíîãî) òðå-

óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a: 

S
a2 3

4
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòà-
ìè a è b, ãèïîòåíóçîé c è âûñîòîé h (ðèñ. 7.365):

S ab
1

2
; S chc

1

2
; S bc ac= =

1

2

1

2
sin sinα β

ha
hc

hb

a

b
c

Ðèñ. 7.360 

α β

γ
ab

c
Ðèñ. 7.361 

a b

c
Ðèñ. 7.362 

a b

c

R

αβ

γ

Ðèñ. 7.363 

a br

c
Ðèñ. 7.364 

hc

a b

c
Ðèñ. 7.365 
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Äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ  
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà:

1. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà øåñòü ðàâ-
íîâåëèêèõ (èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ïëîùàäü) òðå-
óãîëüíèêîâ (ðèñ. 7.366): 

S
1
  S

2
  S

3
  S

4
  S

5
  S

6

Ñëåäñòâèÿ:
à) Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå öåíòð ìàññ òðåóãîëü-

íèêà ñ åãî âåðøèíàìè, äåëÿò åãî íà òðè ðàâíî-
âåëèêèå ÷àñòè.

á) Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ïëîùàäü ïî-
ïîëàì. 

2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ìåäèàíà-

ìè äàííîãî òðåóãîëüíèêà, ñîñòàâëÿåò 
3

4
 ïëîùà-

äè ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.367; 7.368): 

S SA B C ABC1 1 1

3

4

Åñëè èçâåñòíû ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà m
1
, m

2
 

è m
3
, òî åãî ïëîùàäü ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

S m m m m m m m m m m m m= + + − + + − + + −
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )( )( )( )

3. Åñëè h
1
, h

2
 è h

3
 — âûñîòû òðåóãîëüíèêà, òî åãî ïëîùàäü ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

S

h h h h h h h h h h

=
+ +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − + +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

++ −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1

2 3h h

Ìåòîä ïëîùàäåé — ýòî ìåòîä, ïðè êîòîðîì, âûðàæàÿ ïëîùàäü ôèãóðû 
äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî, êîòîðîå ñâÿçûâàåò îñ-
íîâíûå ýëåìåíòû ôèãóðû. 

Íàïðèìåð, íàéäåì ýòèì ìåòîäîì âûñîòó òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíû òðè 
åãî ñòîðîíû:

S
aha

2
 èëè S p p a p b p c= − − −( )( )( ),  

ãäå p
a b c

=
+ +

2
,  òîãäà h

S
a

p p a p b p c
aa = =

− − −2 2 ( )( )( )
.

З а д а ч а  1 . Íàéòè íàèìåíüøóþ âûñîòó â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 12, 39 è 45.
Ðåøåíèå: 

Íàèìåíüøàÿ âûñîòà áóäåò ïðîâåäåíà ê íàèáîëü-
øåé ñòîðîíå, ò. å. ê ñòîðîíå, ðàâíîé 45 (ðèñ. 7.369).

Íàéäåì ïîëóïåðèìåòð: 

p
a b c

=
+ +

=
+ +

=
2

12 39 45

2
48.

Íàéäåì ïëîùàäü ïî ôîðìóëå Ãåðîíà: 

S = − − − =48 48 12 48 39 48 15 216( )( )( ) .

S
3

S
2

S
4

S
5

S
1 S

6

Ðèñ. 7.366 

m
1

m
2

m
3

A
1

C
1

B
1

Ðèñ. 7.367 

m
2

m
1

m
3

A C

B

Ðèñ. 7.368 

45

12
39

Ðèñ. 7.369 
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Òîãäà âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå, ðàâíîé 45: h
S
a

= =
⋅

=
2 2 216

45
9 6, .

Îòâåò: 9,6. 
З а д а ч а  2 . Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç ñåðåäèíû îñíîâàíèÿ ê áîêîâîé ñòî-
ðîíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, äåëèò åå íà îòðåçêè 18 ñì è 32 ñì, ñ÷è-
òàÿ îò âåðøèíû, ïðîòèâîëåæàùåé îñíîâàíèþ. Íàéòè ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà 
(ðèñ. 7.370).

Ðåøåíèå: 
BDC — ïðÿìîóãîëüíûé (BD  AC, DK  BC). Ïî 

ñâîéñòâó ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêîâ â ïðÿìîóãîëü-
íîì òðåóãîëüíèêå: DC2  CK  CB  32  (32  18)  32  50 
 1600; CD  40; BD2  BK  BC  18  50  900; BD 

 30. S
BD AC

BD DCABCΔ =
⋅

= ⋅ = ⋅ =
2

30 40 1200  (ñì2). 

Îòâåò: 1200 ñì2. 
З а д а ч а  3 . Äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ðàâåí 
8 ñì, à êàòåò — 24 ñì. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: 
Äèàìåòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè 8 ñì, ò. å. ðà-

äèóñ ðàâåí 4 ñì. OM  OK  MC  CK  4 ñì, ò. ê. 
CMOK — êâàäðàò (ðèñ. 7.371). 

Ïî òåîðåìå î äâóõ êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç 
îäíîé òî÷êè: BK  BN  20 (BK  24 – 4  20).

Ïóñòü AM  AN  x. Ïîëó÷àåì ABC ñî ñòîðîíà-
ìè: AC  x  4; BC  24; AB  x  20. Ïî òåîðåìå 
Ïèôàãîðà: AB2  AC2  BC2; (x  20)2  (x  4)2  242; 
x  6. Òîãäà AC  6  4  10.

S
AC BC

ABCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

10 24

2
120  (ñì2). 

Îòâåò: 120 ñì2. 
З а д а ч а  4 . Áîêîâûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 
25 ñì è 40 ñì, âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, — 
24 ñì. Íàéòè ïëîùàäè ÷àñòåé òðåóãîëüíèêà, íà êî-
òîðûå åãî äåëèò áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíî-
âàíèþ (ðèñ. 7.372).

Ðåøåíèå: 
BD  AC. ABD è DBC — ïðÿìîóãîëüíûå, òîãäà

AD2  AB2 – AD2  252 – 242  72; AD  7; 
DC2  BC2 – DC2  402 – 242  322; DC  32. 

AC  7  32  39 (ñì). 
Ïóñòü áèññåêòðèñà BK äåëèò ABC íà òðåóãîëü-

íèêè ABK è KBC (ðèñ. 7.373). 
×òîáû íàéòè ïëîùàäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íóæ-

íî íàéòè äëèíû îòðåçêîâ AK è KC. Ïóñòü AK  c, 
òîãäà KC  39 – x. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû: 

AK
KC

AB
BC

25

40

5

8
;  

AK
KC

5

8
;  

x
x39

5

8−
= ;  

8x  5(39 – x); x  15; AK  15; KC  39 – 15  24. 

32

18

A

B

CD

K

Ðèñ. 7.370 

4

44

4 20

20

C

O

A

B

M

K

Nx

x

Ðèñ. 7.371 

DA

B

C

4025
24

Ðèñ. 7.372 

KDA

B

C

25
40

Ðèñ. 7.373 
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S
AK BD

ABKΔ =
⋅

=
⋅

=
2

15 24

2
180  (ñì2); 

S
KC BD

KBCΔ =
⋅

=
⋅

=
2

24 24

2
288  (ñì2). 

Îòâåò: 180 ñì2 è 288 ñì2. 

7.5.8.  Площадь круга. Площадь сектора

Êðóã — ýòî ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê 
ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî äàííîé òî÷êè 
íå áîëüøå äàííîãî. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì 
êðóãà, ðàññòîÿíèå — ðàäèóñîì êðóãà (ðèñ. 7.374).

Äðóãèìè ñëîâàìè, êðóã — ýòî ÷àñòü ïëîñêîñòè âíó-
òðè îêðóæíîñòè, âêëþ÷àÿ òî÷êè ñàìîé îêðóæíîñòè. 

Ïëîùàäü êðóãà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

S Rêð = π 2  èëè 
πD2

4
ãäå R — ðàäèóñ êðóãà, D — åãî äèàìåòð. 

Êðóãîâîé ñåêòîð — ÷àñòü êðóãà âíóòðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà (ðèñ. 7.375).

Ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå: 

S
R

ñåêò =
⋅ °
°

π α2

360

ãäå  — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâåííîãî öåí-
òðàëüíîãî óãëà. 

Êðóãîâûì ñåãìåíòîì íàçûâàåòñÿ îáùàÿ ÷àñòü êðó-
ãà è ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 7.376). Ïëîùàäü ñåãìåíòà, 
íå ðàâíîãî ïîëóêðóãó, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

S
R

Sñåãì =
°

⋅ ° ±
π

α
2

360 Δ

ãäå  — ãðàäóñíàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà, êîòî-
ðûé ñîäåðæèò äóãó ýòîãî êðóãîâîãî ñåãìåíòà; 
S  — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåíòðå 
êðóãà è â êîíöàõ ðàäèóñîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ñî-
îòâåòñòâóþùèé ñåêòîð. Çíàê «–» íàäî áðàòü, åñëè  

  180 , à çíàê « », åñëè   180 (ðèñ. 7.377). 

З а д а ч а  1 . Íàéòè ïëîùàäü êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî 
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a (ðèñ. 7.378).

Ðåøåíèå: 
Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè: 

R
a 2

2
.  S R

a a
= =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =π π

π2
22

2 2
.

Îòâåò: 
πa2

2
.  

R

O

Ðèñ. 7.374 

α

Ðèñ. 7.375 

α°

O

Ðèñ. 7.376 

α°

Ðèñ. 7.377 

Ra

Ðèñ. 7.378 
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З а д а ч а  2 . Íàéòè ïëîùàäü êðóãà, âïèñàííîãî â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, åñëè åãî 

ñòîðîíà a 2 3 (ðèñ. 7.379). Ðåøåíèå: 

Ðàäèóñ âïèñàííîãî êðóãà: r
a

= =
⋅

=
3

6

2 3 3

6
1.

Òîãäà ïëîùàäü êðóãà: S  r2  . 
Îòâåò:  ñì2  3,14 ñì2. 
З а д а ч а  3 . Âîêðóã êðóãëîé êëóìáû, ðàäèóñ êîòîðîé 
4 ì, ïðîëîæåíà äîðîæêà øèðèíîé 1 ì. Ñêîëüêî 
íóæíî ïåñêà, ÷òîáû ïîñûïàòü äîðîæêó, åñëè íà 
1 ì2 äîðîæêè òðåáóåòñÿ 0,9 äì3 ïåñêà? 

Ðåøåíèå: 
Äîðîæêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî, îáðàçîâàí-

íîå êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè 
R

1
  4 ì è R

2
  5 ì (ðèñ. 7.380).

Ïëîùàäü êîëüöà: 
S R R R Rê = − = − =π π π2

2
1
2

2
2

1
2( )

= − = ≈π π2 25 4 9 28 26( ) ,  ì2. 
Òîãäà äëÿ ýòîé äîðîæêè ïîíàäîáèòñÿ: 28,26  0,9 

 25,434 (äì3), ò. å. 26 äì3 ïåñêà õâàòèò, ÷òîáû ïî-
ñûïàòü ýòó äîðîæêó. 
Îòâåò: 26 äì3. 

З а д а ч а  4 . Ïëîùàäü êðóãà ðàâíà 
121

π
. Íàéòè äëèíó 

îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå: 

S Rêð = =π
π

2 121
;  R2

2

121
=

π
;  R =

11

π
;  

C R= = ⋅ =2 2
11

22π π
π

.

Îòâåò: 22. 
З а д а ч а  5 . Íàéòè ïëîùàäü ñåêòîðà êðóãà ðàäèóñà 
18

π
 ñì, öåíòðàëüíûé óãîë êîòîðîãî ðàâåí 120

(ðèñ. 7.381).
Ðåøåíèå: 

S
R

ñåêò =
⋅ °
°

=

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ °

°
= =

π α
π

π2

2

360

18
120

360

324

3
108  (ñì2). 

Îòâåò: 108 ñì2. 
З а д а ч а  6 . Êëóìáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ðàç-
ìåðîì 3 3 ì. Ñåêòîð ñ äóãîé 90  çàñàäèëè òþëü-
ïàíàìè, îñòàëüíîå — íàðöèññàìè. Íàéòè ïëîùàäü, 
çàñàæåííóþ íàðöèññàìè (ðèñ. 7.382).

Ðåøåíèå: 

S S S
R

í êâ ñåêò= − = − = −
⋅

≈3
4

9
3 14 9

4
22

2π ,
 (ì2). 

Îòâåò: 2 ì2. 

O

r

Ðèñ. 7.379 

R
1
=4

R
2
=5

1

Ðèñ. 7.380 

120°

Ðèñ. 7.381 

3

3

Ðèñ. 7.382 
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7.5.9.  Формулы объема прямоугольного параллелепипеда, куба, шара

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä — ýòî îáúåì-
íàÿ ôèãóðà, ó êîòîðîé øåñòü ãðàíåé, êàæäûé èç 
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì (ðèñ. 7.383).

Ïðèìåðàìè ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ 
ñëóæàò ñïè÷å÷íàÿ êîðîáêà, êîìíàòà è ò. ä. 

Äëèíû òðåõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷-
êè — âåðøèíû, íàçûâàþò èçìåðåíèÿìè ïàðàëëå-
ëåïèïåäà: a, b è c. 

Îáúåì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 
ïðîèçâåäåíèþ òðåõ åãî èçìåðåíèé: 

V
ïàð

  abc

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà:

S
ïîâ

  2(ab  bc  ac)

Êâàäðàò äèàãîíàëè d ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ åãî èçìåðåíèé: 

d2  a2  b2  c2. 
Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðàâíûìè èç-

ìåðåíèÿìè íàçûâàåòñÿ êóáîì (ðèñ. 7.384).
Âñå øåñòü ãðàíåé êóáà — ðàâíûå êâàäðàòû. 
Îáúåì êóáà ðàâåí êóáó åãî ñòîðîíû: 

V
êóá

  a3;  S
ïîâ

  6a2

Ñôåðîé íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç 
âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ íà äàí-
íîì ðàññòîÿíèè îò äàííîé òî÷êè (ðèñ. 7.385). 

Äàííàÿ òî÷êà (òî÷êà O) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ñôå-
ðû, à äàííîå ðàññòîÿíèå — ðàäèóñîì ñôåðû. Îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè ñôåðû è ïðîõîäÿùèé 
÷åðåç öåíòð, íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ñôåðû:

D  2R.
Òåëî, îãðàíè÷åííîå ñôåðîé, íàçûâàåòñÿ øàðîì. 

Öåíòð, ðàäèóñ è äèàìåòð øàðà ÿâëÿþòñÿ è öåí-
òðîì, ðàäèóñîì è äèàìåòðîì ñôåðû. 

S
ñôåðû

  4 R2; V Røàðà =
4

3
3π

З а д а ч а  1 . Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé äâóõ ñôåð ðàâíî 9. ×åìó ðàâíî îò-
íîøåíèå åãî îáúåìîâ? 

Ðåøåíèå: 

S

S
R
R

ñô

ñô

.

.

;1

2

1
2

2
2

4

4
9= =

π
π

 ò. å. 
R
R

1

2

2

9
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = , òî 

R
R

1

2

3.  Òîãäà 
V

V

R

R

R
R

øàðà 1

øàðà 2

= = ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = =

4

3
4

3

3 27
1
3

2
3

1

2

3

3
π

π
.

Îòâåò: 27. 
З а д а ч а  2 . Ñêîëüêî êîæè ïîéäåò íà èçãîòîâëåíèå ïîêðûøêè ôóòáîëüíîãî ìÿ÷à 
ðàäèóñà 8 ñì (íà øâû äîáàâëÿåòñÿ 10 % îò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ìÿ÷à)? 

a

b

c

d

Ðèñ. 7.383 

a

a

a
Ðèñ. 7.384 

O
R

Ðèñ. 7.385 



7. Геометрия320

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû R  8 è äîáàâèì 10 %  0,1 íà øâû, ò. å.

S
ìÿ÷à

  4 R2  0,1  4 R2  4,1    R2  4,1  3,14  82  824 (ñì2). 
Îòâåò: 824 ñì2. 
З а д а ч а  3 . Ñå÷åíèå øàðà ïëîñêîñòüþ, óäàëåííîé îò 
öåíòðà íà 12 ñì, èìååò ïëîùàäü 25  ñì2. Íàéòè 
îáúåì øàðà.

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü øàð ïåðåñåêëè ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 7.386). 

Â ñå÷åíèè ïîëó÷èëñÿ êðóã ðàäèóñà r. Ðàññòîÿíèå 
d  12 (ðàññòîÿ íèå — ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåí-
íûé èç öåíòðà øàðà ê ýòîé ïëîñêîñòè). 

R2  d2  r2  122  52  132; R  13. 

V Røàðà ñì= = ⋅ =
4

3

4

3
13

8 788

3
3 3 3π π

π
( ).

Îòâåò: 
8788

3
3π

ñì .

З а д а ч а  4 . Íàéòè îáúåì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, åñëè ñòîðîíû åãî îñíîâàíèÿ 6 ñì è 8 ñì, 
à äèàãîíàëü íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä 
óãëîì 45 (ðèñ. 7.387).

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ABCDA

1
B

1
C

1
D

1
 — ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-

ëåëåïèïåä. AD  6 ñì; DC  8 ñì. BDB
1
  45 . 

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç ABD: BD  10 ñì, íî 
BDB

1
  45 , òîãäà B

1
BD — ðàâíîáåäðåííûé ïðÿ-

ìîóãîëüíûé è BB
1
  10. 

V
ïàð

  BB
1
  AD  DC  10  6  8  480 (ñì3). 

Îòâåò: 480 ñì3. 
З а д а ч а  5 . Èçìåðåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû 18 ñì, 12 ñì è 8 ñì. 
Íàéòè ðåáðî ðàâíîâåëèêîãî åìó êóáà (ò. å. êóáà, èìåþùåãî òàêîé æå îáúåì). 

Ðåøåíèå: 
V

ïàð
  abc  18  12  8  9  2  4  3  8  27  8  8. 

V
êóáà

  27  8  8  a3, a = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =27 8 8 3 2 2 123 ( ).ñì
Îòâåò: 12 ñì. 
З а д а ч а  6 . Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êóáà 150 ì2. Íàéòè åãî îáúåì è äèàãîíàëü. 

Ðåøåíèå: 
S

êóáà
  6a2  150 ì2, òîãäà a2  150 : 6  25; a  5. 

V
êóáà

  a3  55  125. Äèàãîíàëü d2  a2  a2  a2  3a2  3  25  75; d 5 3. 

Îòâåò: 125 ì3 è 5 3  ì. 
З а д а ч а  7 . Êîìíàòà èìååò ðàçìåðû 5 ì, 4 ì è 3,2 ì. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ñòåí, 
íà êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîêëåèòü îáîè, åñëè ïëîùàäü îêîí è äâåðåé ñîñòàâëÿåò 
0,2 ïëîùàäè ñòåí. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå 5 ì, 4 ì è 3,2 ì ïîêàçûâàþò, ÷òî âûñîòà êîìíàòû 

3,2 ì. Îêëåèâàòü áóäóò òîëüêî ñòåíû, ò. å. äâå ñòåíû 5 3,2 è 4 3,2. 
S  5  3,2  4  3,2  9  3,2  28,8 ì2.

O

Rd

r

Ðèñ. 7.386 

45°

DA

B C
D

1
A

1

B
1

C
1

Ðèñ. 7.387 
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Îêíà è äâåðè ñîñòàâëÿþò 0,2 ïëîùàäè, ò. å. îêëåèâàåìàÿ ïëîùàäü ðàâíà 0,8S, 
ò. å. S  0,8  28,8  23,04 (ì2). 
Îòâåò: 23,04 ì2. 

7.6.  Векторы на плоскости

7.6.1.  Вектор, длина (модуль) вектора

Åñëè íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ÷èñëîâûì çíà÷å-
íèåì, òî åå íàçûâàþò ñêàëÿðíîé, èëè ñêàëÿðîì. Íàïðèìåð, ñêàëÿðíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ âåëè÷èíû: ìàññà, òåìïåðàòóðà, äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì. 

Ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èìåþò íå òîëüêî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, íî è íà-
ïðàâëåíèå. Òàêèå âåëè÷èíû íàçûâàþò âåêòîðíûìè, èëè âåêòîðàìè. 

Íàïðèìåð, âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ: ñêîðîñòü, ñèëà, äàâëåíèå è ò. ä. 
Âåêòîð — ýòî íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò. å. îòðåçîê, äëÿ êîòîðîãî óêàçàíî, êà-

êîé èç êîíöîâ îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì, à êàêîé — êîíöîì. 
Âåêòîðû îáîçíà÷àþò: 

à) äâóìÿ áîëüøèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: 

AB,  KF,  CD,  ïðè÷åì ïåðâàÿ áóêâà îáîçíà÷àåò 
íà÷àëî, à âòîðàÿ — êîíåö âåêòîðà (ðèñ. 7.388); 

á) ìàëåíüêèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: a,  
m,  n,  0 (ðèñ. 7.389). 

0  — íóëåâîé âåêòîð, åãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïà-
äàþò. 
Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (ìîäóëåì) âåêòîðà a  íà-

çûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà, êîòîðûé èçîáðàæàåò âåê-
òîð. Îáîçíà÷àåòñÿ: a .

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íóëåâîãî âåêòîðà ñ÷èòàåò-

ñÿ ðàâíîé íóëþ: 0 0.

З а д а ч а  1 . Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD AB  6, BC  8. 
M — ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Íàéòè äëèíû âåêòîðîâ: 

AB,  BC,  DC,  MC,  MA,  CB,  AC (ðèñ. 7.390).
Ðåøåíèå: 

Î÷åâèäíî, ÷òî AB 6,  BC 8,  DC 6.

Ïîñêîëüêó AM  MB  3, òî MC = + =3 8 732 2 .

MA AB
1

2
3; CB BC 8; AC = + =6 8 102 2 .

З а д а ч а  2 . Â òðàïåöèè MNKP (MP  NK) M  90 , 
P  45 , MP  8, MN  6. Íàéòè äëèíû âåêòîðîâ: 

NP,  KP,  MK,  NK (ðèñ. 7.391).
Ðåøåíèå: 

NP = + =6 8 102 2 . Ïðîâåäåì KA  MP (ðèñ. 7.392). 

AB KF
CD

A

B K F
C

D
Ðèñ. 7.388 

a

n

m

O
Ðèñ. 7.389 

6

8

A

M

B C

D
Ðèñ. 7.390 

45°
8

6

M

N K

P

Ðèñ. 7.391 
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KAP — ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé, ò. ê.
 P  45 , KA  MP, KA  AP  6. 

KP = + =6 6 6 22 2 ;  MA  MP – AP  8 – 6  2. 

MK = + = =6 2 40 2 102 2 ;  NK 2.

7.6.2.  Равенство векторов

Ïóñòü a  b  c, ãäå a, b è c — ïðÿìûå. Âåêòîðû 
íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Íóëåâîé 
âåêòîð êîëëèíåàðåí ëþáîìó âåêòîðó (ðèñ. 7.393). 

Âåêòîðû a,  m,  AB,  MN  è b  — êîëëèíåàðíû, 

à âåêòîðû k  è DC  èì íåêîëëèíåàðíû. 
Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû 

îäèíàêîâî èëè ñîíàïðàâëåíû: a,  AB,  b  èëè m,  

MN,  à ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû: 

a mè ;  AB  è MN.
Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîíà-

ïðàâëåíû è èõ äëèíû ðàâíû (ðèñ. 7.394). 

З а д а ч а  1 . Â äàííîì ïàðàëëåëîãðàììå ABCD âûáðàòü 

ïàðû ðàâíûõ âåêòîðîâ: AB,  AO,  CO,  OC,  CD,  

DC,  BC,  CB,  AD,  BO,  OD  (ðèñ. 7.395).
Îòâåò: ðàâíû ñëåäóþùèå ïàðû âåêòîðîâ:  

à) AB DCè ;  á) BC ADè ;   

â) AO OCè ;  ã) BO ODè .

Îò ëþáîé òî÷êè A ìîæíî îòëîæèòü âåêòîð, ðàâ-

íûé äàííîìó âåêòîðó a,  è ïðèòîì òîëüêî îäèí. 
Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå íà-

ãëÿäíî, åñëè îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ (ðèñ. 7.396).

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà AB  ñ íà÷àëîì â òî÷êå 
A(x

1
; y

1
) è êîíöîì B(x

2
; y

2
) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a

1
 

 x
2
 – x

1
 è a

2
  y

2
 – y

1
. AB a a( ; ).1 2

Åñëè âåêòîð çàäàí êîîðäèíàòàìè òî÷åê íà÷àëà 
è êîíöà, òî îí èìååò ñòðîãî ôèêñèðîâàííûå êîîðäè-

íàòû. A(1; 1), B(–2; 3). AB( ; );2 1 3 1  AB( ; ).3 2
Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, ò. å. 

a( ; );1 3  b ( ; );0 4  c ( ; );3 3  d( ; ),1 0  òî èõ ìîæíî 
îòêëàäûâàòü îò ëþáîé òî÷êè. 

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà a a a( ; )1 2  âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

a a a= +1
2

2
2

45°

6 6

6M A

N K

P

Ðèñ. 7.392 

a

b

k

m
a

b

c

D

A

B

C
M

N

Ðèñ. 7.393 

a

b

Ðèñ. 7.394 

O

A

B C

D

Ðèñ. 7.395 

a

b

c

dm

A

y

B

x

Ðèñ. 7.396 
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Ðàâíûå âåêòîðû èìåþò ðàíâûå êîîðäèíàòû.
Íàïðèìåð, m a,  ò. ê. m( ; )1 3  è a( ; ).1 3

Íàéäåì ìîäóëè ýòèõ âåêòîðîâ: m a= = − + =( ) .1 3 102 2

Òî åñòü âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ðàâíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, òî 
âåêòîðû ðàâíû, ò. å. ðàâíû èõ ìîäóëè è îíè ñîíàïðàâëåíû. 

З а д а ч а  1 . ABCD — òðàïåöèÿ, AM  MB  CN  ND (ðèñ. 7.397). Ðàâíû ëè âåêòîðû:

à) BC ADè ;  á) AM MBè ;  â) MB NCè ;  ã) AK BCè ,  åñëè CK  AB; ä) AB CKè ?
Ðåøåíèå: 

à) BC  AD,  ò. ê. îíè íå ðàâíû ïî ìîäóëþ. 

á) AM MB,  îíè ðàâíû ïî ìîäóëþ è ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé. 

â) MB NC, îíè ðàâíû ïî ìîäóëþ, íî íå ñîíà-
ïðàâëåíû. 

ã) AK BC,  ðàâíû ïî ìîäóëþ è ñîíàïðàâëåíû. 

ä) AB  CK, îíè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû. 
З а д а ч а  2 . Äàíû òî÷êè: A(1; –3), B(2; 4), C(5; 4),  

D(4; –3). Ñðåäè âåêòîðîâ AB,  AC,  DC,  BC  íàéòè ðàâíûå. 
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ: 

AB( ; ( ));2 1 4 3  AB( ; );1 7  DC( ; ( ));5 4 4 3  DC( ; );1 7

AC( ; ( ));5 1 4 3  AC( ; );4 7  BC( ; );5 1 4 4  BC( ; ).4 0

Îòâåò: ðàâíû âåêòîðû AB( ; )1 7  è DC( ; ).1 7

З а д а ч а  3 . Äàíû òî÷êè M(x; 2) è N(–3; y). Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x è y âåêòîð MN  
áóäåò ðàâåí âåêòîðó a( ; ) ?4 0

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà MN:  MN x y( ; ).3 2

Ïîñêîëüêó MN a,  ðàâíû èõ êîîðäèíàòû, ò. å.:
–3 – x  –4; x  1 è y – 2  0; y  2. 

Îòâåò: ïðè x  1, y  2. 

7.6.3.  Операции над векторами (сумма векторов, умножение вектора на число)

Äëÿ âåêòîðîâ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà 
÷èñëî, ðåçóëüòàòîì ýòèõ äåéñòâèé òîæå áóäåò âåêòîð. 

Сложение векторов
Ñóììîé âåêòîðîâ a a a( ; )1 2  è b b b( ; )1 2  íàçûâàåòñÿ âåêòîð c c c( ; )1 2  ñ êîîðäèíà-

òàìè: c
1
  a

1
  b

1
 è c

2
  a

2
  b

2
. 

Òî åñòü ( ; ) ( ; ) ( ; ).a a b b a b a b1 2 1 2 1 1 2 2+ = + +

Íàïðèìåð, åñëè a( ; )3 5  è b ( ; ),1 8  òî c ( ; ) ( ; ),− + − = − −3 1 5 8 2 3  c ( ; ).2 3
Èçîáðàæåíèå âåêòîðà-ñóììû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà òðåóãîëü-

íèêà è ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà. 

KA D

M N

B C

Ðèñ. 7.397 
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Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà
Äëÿ ëþáûõ òî÷åê A, B è C èìååò ìåñòî âåêòîðíîå 

ðàâåíñòâî: AB BC AC+ = .
Ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé 

ñïîñîá ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ: 
Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà (ðèñ. 7.398):

à) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñòðîèì âåêòîð a;
á) îò êîíöà âåêòîðà a  îòëîæèì âåêòîð b;
â) âåêòîð-ñóììà c  — åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ íà÷à-

ëîì âåêòîðà a  è êîíåö — ñ êîíöîì âåêòîðà b
(ðèñ. 7.399). 

Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà:
Ïóñòü äàíû âåêòîðû a; b; c; d (ðèñ. 7.400):

à) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñòðîèì âåêòîð a;
á) îò êîíöà âåêòîðà a  ñòðîèì âåêòîð b;
â) îò êîíöà âåêòîðà b  ñòðîèì âåêòîð c;
ã) îò êîíöà âåêòîðà c  ñòðîèì âåêòîð d;
ä) âåêòîð-ñóììà m  — åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ íà-

÷àëîì âåêòîðà a,  êîíåö — ñ êîíöîì âåêòîðà d
(ðèñ. 7.401).
Ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü, ñëî-

æèâ êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ:

+
−

− −

−

a

b

c

d

m

( ; )

( ; )

( ; )

( ; )

( ; ).

2 1

2 0

0 2

1 2

3 3
Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû m( ; ).3 3

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà
Åñëè íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû a  è b  âûõîäÿò èç 

îäíîé òî÷êè (èëè èõ ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè â îäíó 
òî÷êó), òî ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ — äèàãîíàëü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ (ðèñ. 7.402).

Âåêòîð-ñóììà âûõîäèò èç òîé æå òî÷êè, ÷òî 
è âåêòîðû a  è b.

Íàïðèìåð, ñëîæèì âåêòîðû a( ; )4 2  è b ( ; )3 4  
(ðèñ. 7.403). Ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà äîëæíû 

ïîëó÷èòü âåêòîð: c a b= + = − − = −( ; ) ( ; ).4 3 2 4 1 2
Çàêîíû ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

a a+ =0 ;  a b b a+ = + ;  a b c a b c+ + = + +( ) ( ) .  

Разность векторов
Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a a a( ; )1 2  è b b b( ; )1 2  íàçûâà-

åòñÿ âåêòîð c a a( ; ),1 2  êîòîðûé â ñóììå ñ âåêòîðîì b  

äàåò âåêòîð a,  ò. å. b c a+ = ;  c a b= − (ðèñ. 7.404).

a b

Ðèñ. 7.398 

a b
c

a bc = +

Ðèñ. 7.399 

a
b

c d

Ðèñ. 7.400 

a
b c

dm

Ðèñ. 7.401 

a

b

a

b

a bc = +

Ðèñ. 7.402 

c

a

b

Ðèñ. 7.403 

a

b

c a b= −

Ðèñ. 7.404 



7.6. Векторы на плоскости 325

Íàïðèìåð, a( ; );4 2  b ( ; ),5 4  òîãäà c a b= − = − − − = −( ; ( )) ( ; ).4 5 2 4 1 6
×òîáû ïîñòðîèòü âåêòîð-ðàçíîñòü äâóõ âåêòîðîâ, íåîáõîäèìî: 

à) îòëîæèòü ðàâíûå èì âåêòîðû èç îäíîé òî÷êè; 
á) âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì b,  à êîíåö — ñ êîíöîì âåêòîðà 

a , è áóäåò ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a  è b.
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ øèðîêî ïðèìåíÿþò â ôèçèêå äëÿ 

ñëîæåíèÿ ñèë. 

Сложение сил
Äëÿ ñëîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ñèë äîñòàòî÷íî çíàòü 

ïðàâèëî ñëîæåíèÿ äâóõ ñèë, ò. ê. ñëîæåíèå íå-
ñêîëüêèõ ñèë ìîæíî ïðîâåñòè ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïðèìåíåíèåì ýòîãî ïðàâèëà. 

Ñëîæåíèå ñèë ïðèëîæåííûõ ê îäíîé òî÷êå
Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ äâóõ ñèë R  (ò. å. âåêòîð-

ñóììà) ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ðàâíà äèàãîíà-
ëè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ ñèëàõ 
(ðèñ. 7.405).

Ñëîæåíèå äâóõ ñèë, ëèíèè äåéñòâèÿ êîòîðûõ 
ïåðåñåêàþòñÿ

Àíàëîãè÷íî ñëîæåíèþ äâóõ ñèë, ïðèëîæåííûõ 
ê îäíîé òî÷êå: ïåðåíåñåì ïàðàëëåëüíî F1  è F2  
â îäíó òî÷êó, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ R  ëåæèò íà äèà-
ãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòî-

ðàõ F1  è F2 (ðèñ. 7.406). 
Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ äâóõ ñèë,  

äåéñòâóþùàÿ ïî ïðÿìîé
à) â îäíó ñòîðîíó — ðàâíà ñóììå ñèë è íàïðàâëåíà 

â òó æå ñòîðîíó; 
F

1

R

F
2

 R F F= +1 2

á) â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû — ðàâíà ðàçíîñòè 
ñèë è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó áîëüøåé ñèëû; 

R

F
1

F
2

 R F F= −2 1

Ñëîæåíèå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë
R F F= ±1 2  è äåëèò îòðåçîê ìåæäó òî÷êàìè ïðè-

ëîæåíèÿ ñèë, âíóòðåííèì èëè âíåøíèì îáðàçîì, 
íà ÷àñòè, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûå ýòèì ñèëàì 
(ðèñ. 7.407, 7.408).

З а д а ч а  1 . Òî÷êè M è N — ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AC 

ABC. Âûðàçèòü âåêòîðû BM,  NC,  MN  è BN  ÷å-

ðåç âåêòîðû AM a  è AN b (ðèñ. 7.409). 

F
1

R

F
2

Ðèñ. 7.405 

F
1

F
1

R’

R

F
2F

2

,

,

Ðèñ. 7.406 

F
1

R
1 F
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Ðåøåíèå: 

à) BM a= − ;   â) MN b a= − ;  

á) NC b;   ã) BN MN BM b a a= + = − −( ) .

З а д а ч а  2 . Ïàðàøþòèñò ñïóñêàåòñÿ íà çåìëþ ñî ñêî-
ðîñòüþ 5 ì/ñ, íî ïîðûâîì âåòðà åãî íà÷èíàåò óíî-
ñèòü â ñòîðîíó ñî ñêîðîñòüþ 5 3  ì/ñ. Ïîä êàêèì 
óãëîì ê âåðòèêàëè ñïóñêàåòñÿ ïàðàøþòèñò? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè P  ïàðàøþòèñò 

ñïóñêàåòñÿ íà çåìëþ ñî ñêîðîñòüþ 5 ì/ñ, ïóñòü BA 5 

(ðèñ. 7.410). Ñèëà âåòðà F  íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ñèëå P, òîãäà BC 5 3 (ðèñ. 7.411) Ðàâíîäåé-

ñòâóþùàÿ ñèëà R  íàïðàâëåíà ïî äèàãîíàëè BD.

tg ;α = = =
AD

AB

5 3

5
3    60 . 

Îòâåò: ïàðàøþòèñò ñïóñêàåòñÿ ïîä óãëîì 60  ê âåðòèêàëè. 

Умножение вектора на число
Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a a a( ; )1 2  íà ÷èñëî k (èëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà k íà 

âåêòîð a) íàçûâàåòñÿ âåêòîð ka ka ka( ; ).1 2

Çàêîíû óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a bè  è ÷èñåë k è m âåðíû ðàâåíñòâà: 

ka ak; ( ) ( );km a k ma ( ) ;k m a ka ma+ = +

k ⋅ =0 0; 0 0⋅ =a ; k a b ka kb( ) .+ = +

Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ïîëó-
÷àåòñÿ âåêòîð, êîëëèíåàðíûé èñõîäíîìó. 

Åñëè k  0, òî âåêòîð ka  ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-
íèåì a.

Åñëè k  0, òî âåêòîð ka  íàïðàâëåí ïðîòèâîïî-
ëîæíî a (ðèñ. 7.412).

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà ka  âû÷èñëÿåòñÿ 
ïî ôîðìóëå: 

ka k a= ⋅

З а д а ч а  3 . λa = 5.  Íàéòè , åñëè a( ; ).3 4
Ðåøåíèå: 

Åñëè âåêòîð a  èìååò êîîðäèíàòû (–3; 4), òî âåêòîð λ λ λa = −( ; ).3 4  
Òîãäà åãî ìîäóëü:

λ λ λ λ λ λ λa = − + = + = =( ) ( ) .3 4 9 16 25 52 2 2 2 2  

Íî λa = 5,  òîãäà   1.
Îòâåò: ±1. 

F

P
R

α

A

B C

D
Ðèñ. 7.410 

5√3 ì/ñ

Ðèñ. 7.411 

a

a2 a

a4

–2

a–0,5

Ðèñ. 7.412 
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7.6.4.  Угол между векторами

Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a  è b  — 
ýòî óãîë ìåæäó ðàâíûìè èì âåêòîðàìè ñ îáùèì 
íà÷àëîì (ðèñ. 7.413). 

Åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû ( )a b  è îäèíàêî-
âî íàïðàâëåíû, òî óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí íóëþ 
(ðèñ. 7.414).

Åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû ( )a b  è ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåíû, òî óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 180
(ðèñ. 7.415).

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. 

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a a a( ; )1 2   

è b b b( ; )1 2  — ýòî ÷èñëî a
1
b

1
  a

2
b

2
, ò. å. a b a b a b1 1 1 1 2 2⋅ = + .

Íàïðèìåð, ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a( ; )4 1  è b ( ; )2 5  áóäåò 

÷èñëî: a b⋅ = ⋅ − + − ⋅ − = − + = −4 2 1 5 8 5 3( ) ( ) ( ) .

Ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a a a a2 2
= ⋅ = .

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a a a( ; ),1 2  b b b( ; )1 2  è c c c( ; )1 2  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: 

( ) .a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
Òåîðåìà î ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a b a b⋅ = ⋅ cos ϕ

Ñëåäñòâèÿ:
1. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå: 

cos .ϕ =
⋅
⋅

a b
a b

2. Çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåò âèä óãëà ìåæäó âåêòîðàìè: 
à) åñëè a b⋅ > 0,  òî 0     90 , ò. å.  — îñòðûé 

óãîë (ðèñ. 7.416);  

á) åñëè a b⋅ < 0,  òî 90     180 , ò. å.  — òó-
ïîé óãîë (ðèñ. 7.417).

3. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðîâ.
Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî 

íóëþ, òî âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû: 
åñëè a b⋅ = 0,  òî a b.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âåêòîðû 
ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ðàâíî íóëþ: 

åñëè a b⊥ = 0,  òî a b⋅ = 0.

З а д а ч а  1 . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x âåêòîðû a x( ; )3  è b ( ; )3 2 ïåðïåíäèêóëÿðíû? 
Ðåøåíèå: 

Åñëè a b,  òî a b⋅ = 0,  ò. å. x  3  3  2  0; 3x  –6; x  –2. 
Îòâåò: –2. 

ϕ

a

b

Ðèñ. 7.413 

a

b

Ðèñ. 7.414 

a

b

Ðèñ. 7.415 

ϕ

a

b

Ðèñ. 7.416 

ϕ
a

b
Ðèñ. 7.417 
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З а д а ч а  2 . Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a( ; )1 2  è b ( ; ).2 1
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ: a b⋅ = − ⋅ − + ⋅ − = − =1 2 2 1 2 2 0( ) ( ) .

Çíà÷èò, a b,  óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 90 . 
Îòâåò: 90 . 
З а д а ч а  3 . Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a  è b,  åñëè a 3;  b 8,   
  120 . 

Ðåøåíèå: 
Ïî òåîðåìå î ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè: 

a b a b⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −cos ϕ 3 8

1

2
12  cos .120

1

2
° = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

Îòâåò: –12. 
З а д а ч а  4 . Íàéòè àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåêòîðà a b,  åñëè a 7;  b 8,  óãîë 
ìåæäó íèìè 60 . 

Ðåøåíèå: 
Èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà: 

a b a b a a b b a a b b+ = + = + ⋅ ⋅ + = + ⋅ + =
2 2 2 2 2 2

2 2( ) cos ϕ

= + ⋅ ⋅ ⋅ + =7 2 7 8
1

2
8 1692 2 . Òîãäà a b+ = 13.

Îòâåò: 13. 
З а д а ч а  5 . Äàíû: a b,  a c;  (b; c)  60 ; a b c 1.  Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå 

ïðîèçâåäåíèå ( )( ).a b a c+ − 3
Ðåøåíèå: 

( )( ) .a b a c a a c b a b c+ − = − ⋅ + ⋅ − ⋅3 3 32

a b,  ïîýòîìó b a⋅ = 0;  a c,  ïîýòîìó a c⋅ = 0.

a a2 2
1;  3 3 60 3 1 1

1

2
1 5b c b c⋅ = ⋅ ° = ⋅ ⋅ ⋅ =cos , .

Òîãäà ( )( ) , , .a b a c a b c+ − = − ⋅ = − = −3 3 1 1 5 0 5
2

Îòâåò: –0,5. 
З а д а ч а  6 . Äàíû òðè òî÷êè A(0; 1), B(1; 1), C(3; 1). Íàéòè êîñèíóñ óãëà A ABC.

Ðåøåíèå: 
×òîáû íàéòè êîñèíóñ óãëà A, íàéäåì êîñèíóñ óã-

ëà ìåæäó âåêòîðàìè AB  è AC (ðèñ. 7.418):

cos .∠ =
⋅

⋅
A

AB AC

AB AC
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ: 

AB = − − − = −( ; ) ( ; );1 0 1 1 1 2  

AC = − − =( ; ) ( ; );3 0 1 1 3 0  AB = + − =1 2 52 2( ) ;  

AC = + =3 0 32 2 ;  AB AC⋅ = ⋅ + ⋅ − =1 3 0 2 3( ) ;  cos .∠ =
⋅

= =A
3

3 5

1

5

5

5

Îòâåò: 
5

5
.

A(0;1)

B(1;–1)

C(3;1)

Ðèñ. 7.418 
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7.6.5.  Коллинеарные векторы. Разложение вектора  
по двум неколлинеарным векторам

Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð, êîëëèíåàðíûé 
äàííîìó (ò. å. ëåæàùèé ñ äàííûì âåêòîðîì íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ). 

Ñâîéñòâî êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
Åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû (ïèøóò: a b ), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k, ÷òî 

b ka,  ò. å. åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû, èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû. 
Ïðèçíàêè êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðîïîðöèîíàëüíû (ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k, 
÷òî b ka ), òî âåêòîðû êîëëèíåàðíû. 

Åñëè a a a( ; )1 2  è b b b( ; )1 2  a b
a
b

a
b

⇔ =1

1

2

2

.

З а д а ч а  1 . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x âåêòîðû a( ; )1 1 ;  b x( ; )2  êîëëèíåàðíû? 
Ðåøåíèå: 

a b,  ïîýòîìó 
1 1

2x
=

−
;  x  –2. 

Îòâåò: –2. 
З а д а ч а  2 . Äàíû òî÷êè A(5; –4), B(5; –7), C(2; 2), D(–1; 5). Äîêàçàòü, ÷òî DB CA,  
óñòàíîâèòü, îäèíàêîâî èëè ïðîòèâîïîëîæíî îíè íàïðàâëåíû. 

Ðåøåíèå: 
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ: DB( ( ); );5 1 7 5  DB( ; );6 12  CA( ; );5 2 4 2  

CA( ; ).3 6  Âåêòîðû DB  è CA  êîëëèíåàðíû, ò. å. 
6

3

12

6
2=

−
−

= ;  ò. å. DB CA2 ,  

k  2, âåêòîðû îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. 
Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî äâóì íåêîëëèíåàðíûì

Ïóñòü a bè  — íåíóëåâûå âåêòîðû, ïðè÷åì a bè  — íåêîëëèíåàðíû. Òîãäà 

ëþáîé âåêòîð c  ìîæíî ðàçëîæèòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïî âåêòîðàì a  è b:
c a b= +λ μ ,

ãäå íåêîòîðûå ÷èñëà  è  íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ. 

З а д а ч а  3 . Äàíû âåêòîðû a( ; )1 2  è b ( ; ).1 1  Íàéòè òàêèå ÷èñëà  è , ÷òîáû 

c a b= +λ μ ,  åñëè c ( ; ).3 3
Ðåøåíèå: 

c a b= + = − + = − + = − + +λ μ λ μ λ λ μ μ λ μ λ μ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; );1 2 1 1 2 2  íî c ( ; ),3 3  

òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:  
− + = −

+ =
⎧
⎨
⎩

λ μ
λ μ

3

2 3

,

;
 

λ
μ

=
= −

⎧
⎨
⎩

2

1

,

.

Îòâåò:   2,   –1, ò. å. c a b= −2 .

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì
a 1.  Âåêòîð íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, åñëè åãî 

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà 1 (ðèñ. 7.419).
Åäèíè÷íûå âåêòîðû, èìåþùèå íàïðàâëåíèå ïî-

ëîæèòåëüíûõ ïîëóîñåé, íàçûâàþò êîîðäèíàòíûìè 
âåêòîðàìè, èëè îðòàìè i ( ; )1 0  è j ( ; ).0 1

a

1

1

y

xi

j

Ðèñ. 7.419 
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Âåêòîð i  ëåæèò íà îñè x, âåêòîð j  — íà îñè y. 
Î÷åâèäíî, ÷òî îðòû îòëè÷íû îò íóëÿ è íåêîëëèíåàðíû. 
Ëþáîé âåêòîð a a a( ; )1 2  ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòèì âåêòîðàì. 

Íàïðèìåð, a i j( ; ) ;− = − +3 4 3 4  b i( ; ) ;5 0 5  c j( ; ) .0 4 4− = −

З а д а ч а  4 . Êàêèå èç âåêòîðîâ a( ; );1 1  b ( ; );1 0  c ( ; );1 1  m
5

13

12

13
; −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  ÿâëÿþòñÿ 

åäèíè÷íûìè? 
Ðåøåíèå: 

Íàéäåì ìîäóëü êàæäîãî âåêòîðà: 

à) a = + =1 1 22 2 ;  

á) b = − + =( ) ;1 0 12 2

â) c = + − =1 1 22 2( ) ;  

ã) m = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + = =

5

13

12

13

25

169

144

169

169

169
1

2 2

.

Îòâåò: åäèíè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû b ( ; )1 0  è m
5

13

12

13
; .−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

З а д а ч а  5 . Âûïèñàòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, ðàçëîæåííûõ ïî îðòàì: 

a i j= −6 5 ;  b i j= − −
1

3
3 ;  c j7 ;  d i j= − ;  e i= −3 ;  f j= − .

Îòâåò: a( ; );6 5  b − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

3
3; ;  c ( ; );0 7  d( ; );1 1  e ( ; );3 0  f ( ; ).0 1

З а д а ч а  6 . Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî êîîðäèíàòíûì âåêòîðàì (îðòàì): 

a −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

1

3
; ;  b ( ; );1 0  c ( ; );0 5  k( ; ).0 1

Îòâåò: a i j= − +
1

3
;  b i= − ;  c j5 ;  k j .

7.6.6.  Координаты вектора

Âåêòîðû i ( ; )1 0  è j ( ; )0 1  îðòîãîíàëüíû (ïåðïåí-
äèêóëÿðíû). Ýòè âåêòîðû íàçûâàþò êîîðäèíàò-
íûìè âåêòîðàìè èëè îðòàìè, îíè îáðàçóþò òàê 
íàçûâàåìûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè. Ýòî âåêòîðû, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ ðàñêëàäûâàåòñÿ ëþáîé âåêòîð íà 
ïëîñêîñòè: a a a a i a j( ; )1 2 1 2= + (ðèñ. 7.420).

×èñëà a
1
 è a

2
 íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà. 

Åñëè âåêòîðû çàäàíû òîëüêî ñâîèìè êîîðäèíà-

òàìè, íàïðèìåð a( ; ),3 0  b ( ; ),1 2  c ( ; ),0 5  òî èõ 
ìîæíî îòêëàäûâàòü îò ëþáîé òî÷êè êîîðäèíàòíîé 
ïëîñêîñòè. 

Åñëè âåêòîð çàäàí êîîðäèíàòàìè íà÷àëà è êîí-
öà, òî òî÷êè A è B èìåþò ñòðîãî ôèêñèðîâàííûå êî-
îðäèíàòû, íàïðèìåð A(–1; 1), B(3; 4) (ðèñ. 7.421).

a
2

a
1

a

1

1

y

xi

γ

Ðèñ. 7.420 

AB

b

c

A

B

a

y

x

Ðèñ. 7.421 
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×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà AB,  íóæíî îò êîîðäèíàò êîíöà îòíÿòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû íà÷àëà. 

З а д а ч а  1 . Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà AB,  åñëè A(–4; 4) è B(–7; 0). 
Ðåøåíèå: 

xAB  –7 – (–4)  –7  4  –3; yAB  0 – 5  –5; AB(–3; –5). 

З а д а ч а  2 . Äàí âåêòîð MN( ; ).4 5  Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè N, åñëè M(1; 3). 
Ðåøåíèå: 

Ïóñòü òî÷êà N èìååò êîîðäèíàòû N(xN; yN), òîãäà MN(xN –1; yN  3). Ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ: xN – 1  –4; xN  –3; yN  3  5; yN  2; N(–3; 2). 
Îòâåò: (–3; 2). 

Ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ 
è âåêòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî 
óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ è ðàñ÷åòû. 

Ýòàïû âåêòîðíîãî ìåòîäà
1) ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó íà ÿçûêå âåêòîðîâ; 
2) ïðåîáðàçîâàòü ñîñòàâëåííûå ðàâåíñòâà íà îñíîâàíèè âåêòîðíûõ ñîîòíîøåíèé; 
3) ïåðåâåñòè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ÿçûê ãåîìåòðèè. 

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíîãî ÿçûêà äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ 
íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. 

Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå Íà âåêòîðíîì ÿçûêå

a  b AB kCD,  ãäå îòðåçêè AB è CD ïðèíàäëåæàò 
ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì a è b, k — ÷èñëî 

Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëå-
æàò ïðÿìîé a 

Óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà: 

AB kBC èëè AC kBC,  èëè AC kAB

Òî÷êà C ïðèíàäëåæèò îò-
ðåçêó AB, ãäå AC : AB 
 m : n (äåëåíèå îòðåçêà 

â äàííîì îòíîøåíèè) 

AC
m
n

CB  èëè QC
n

m n
QA

m
m n

QB=
+

+
+

 äëÿ 

íåêîòîðîé òî÷êè Q 

a  b AB CD⋅ = 0,  ãäå òî÷êè A è B ïðèíàäëåæàò 
ïðÿìîé a, à òî÷êè C è D — ïðÿìîé b

Âû÷èñëèòü äëèíó îòðåçêà à) âûáðàòü äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà, ó êî-
òîðûõ èçâåñòíû äëèíû è óãîë ìåæäó íèìè; 
á) ðàçëîæèòü ïî íèì âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî 
âû÷èñëÿåòñÿ; 
â) íàéòè ñêàëÿðíûé êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà:

a a2 2

Âû÷èñëèòü âåëè÷èíó óãëà à) âûáðàòü äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà, äëÿ 
êîòîðûõ èçâåñòíî îòíîøåíèå äëèí è óãëû 
ìåæäó íèìè; 
á) âûáðàòü âåêòîðû, çàäàþùèå èñêîìûé óãîë, 
è ðàçëîæèòü èõ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì; 

â) âû÷èñëèòü cos( ; )a b
a b
a b

=
⋅
⋅
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Тренировочные тестовые задания к разделу 7

1. Êàêîé óãîë (â ãðàäóñàõ) îïèñûâàåò ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà 6 ìèíóò? 
1) 6  2) 12  3) 30  4) 36

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90 , à óãîë A ðàâåí 30 , AC 10 3. Íàéäèòå 
AB. 
1) 5 3  2) 20 3  3) 10 4) 20

3. Äåðåâî âûñîòîé 8,8 ì îòáðàñûâàåò òåíü. Îíî ïîëíîñòüþ çàñëîíÿåò îò ñîëíöà 
äåðåâî âûñîòîé 4 ì, íàõîäÿùååñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèè 6 ì, êàê ïîêàçàíî íà 
ðèñóíêå. Îïðåäåëèòå, íà êàêîå ðàññòîÿíèå (â ìåòðàõ) îòáðàñûâàåò òåíü áîëüøîå 
äåðåâî. 

? ì
6 ì

4
 ì

8
,8

 ì

1) 6,6 2) 9,2 3) 10,8 4) 11

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 24 ñì, ïðîâåäåíà ìåäèàíà BD, 
êîòîðàÿ äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðàìè 16 ñì è 18 ñì. 
Íàéäèòå äëèíó ìåäèàíû BD. 

A C
D

B

1) 5 ñì 2) 7,5 ñì 3) 12 ñì 4) 18 ñì

5. Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäåíèé.
1) Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ ìåíüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà. 
2) Åñëè òðè óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû òðåì óãëàì äðóãîãî 

òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû. 
3) Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 12 è 13 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì. 
 1) 1,2 è 3 2) 2 è 3 3) 2 4) 3

6. Ïðÿìàÿ a êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êå B. Íàéòè AOB, åñëè ABC  40 . 

A

C

O

Ba

1) 20  2) 60  3) 80  4) 120
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7. Äèàãîíàëü äåëèò ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. 
Íàéäèòå áîëüøèé óãîë òðàïåöèè. 
1) 108  2) 120  3) 135  4) 150

8. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ, åñëè îñíî-
âàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû a è b. 

b

r

a

1) 
ab

a b
 2) 

ab
a b

 3) 
a b

2
 4) 

b a
2

9. Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäåíèé. 
1) Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà 360 . 
2) Ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 180 . 
3) Åñëè äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû 3 è 4, òî åãî ïëîùàäü ðàâíà 12. 
4) Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñðåäíåé ëèíèè íà âûñîòó. 
5) Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïîäîáèÿ. 
1) 1 è 4 2) 2 è 5 3) 1; 2 è 5 4) 3; 4 è 5

10. Îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r îïèñàí ðîìá ñ îñòðûì óãëîì . Íàéäèòå ïëîùàäü 
ðîìáà. 

rα

1) 
4 2r
sin

 2) 
4 2r
tg

 3) 
4 2r

cos
 4) 4 2r sin

11. Âåêòîð AB  ñ êîíöîì â òî÷êå B(8; –3) èìååò êîîðäèíàòû (4; –11). Íàéäèòå ñóì-
ìó êîîðäèíàò òî÷êè A. 
1) 4 2) –4 3) 5 4) 12

12. Ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû 4. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðîâ AB  è AD,  ãäå òî÷êà D — ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. 

A C

D

B

1) 16 2) 8 3) 12 4) 6 3

13. Âåêòîðû AB  è CD  ðàâíû. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè D, åñëè A(0; 1), B(1; 0), 
C(1; 2). 
1) D(2; 1) 2) D(–2; 1) 3) D(–1; –2) 4) D(2; –1). 

14. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà a y( ; ),6  åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí êîëëèíåàðåí âåêòîðó 
b c,  ãäå b ( ; )2 0  è c ( ; ).0 1

1) 4 2) 4 3  3) 5 3  4) 3 5
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15. Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a  è b,  åñëè a 4 2;  b 3;  a b⋅ = 12.
1) 30  2) 45  3) 60  4) 120

16. Âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, äå-
ëèò åãî îñíîâàíèå íà îòðåçêè 9 ñì è 16 ñì. Íàéäèòå ìåíüøèé êàòåò òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò: _________________.

17. Ãèïîòåíóçà ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 7 2  ñì. Íàé-
äèòå êàòåòû.
Îòâåò: _________________.

18. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 55 ñì, à îñíîâàíèå — 
66 ñì. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêîâ, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà ïðè îñíîâàíèè äåëèò 
áîêîâóþ ñòîðîíó.

19. Íàéäèòå ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè ñóììà åãî óãëîâ 3 060 . 
Îòâåò: _________________.

20. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, âïèñàííîãî â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 

2 3  ñì. 
Îòâåò: _________________.

21. Â òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå åå ñðåäíþþ ëèíèþ, åñëè áîêîâûå 
ñòîðîíû ðàâíû 20 ñì è 24 ñì. 
Îòâåò: _________________.

22. Ïåðèìåòðû äâóõ ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 2. Ïëîùàäü áîëü-
øåãî ìíîãîóãîëüíèêà 10. Íàéäèòå ïëîùàäü ìåíüøåãî. 
Îòâåò: _________________.

23. Ðàçíîñòü îñíîâàíèé ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíà 14 ñì, à äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ 
áèññåêòðèñîé òóïîãî óãëà. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè åå ïåðèìåòð 86 ñì. 
Îòâåò: _________________.

24. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà PK, åñëè P(–1; 4); K(5; –7). 
Îòâåò: _________________.

25. Âûÿñíèòå, êàêèì ÿâëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a( ; )1 4  è b ( ; )2 0 :
1) îñòðûé; 2) òóïîé; 3) ïðÿìîé.
Îòâåò: _________________.

26. λa = 5.  a( ; ).6 8  Íàéäèòå , åñëè < 0. 
Îòâåò: _________________.

27. Äàíû âåêòîðû a( ; )1 0 ,  b ( ; )1 1  è c ( ; ).1 0  Íàéäèòå  è , åñëè c a b= +λ μ .
Îòâåò: _________________.

28. Íàéäèòå a b2 ,  åñëè a 2 2,  b 4;  Ð(a; b)  135 . 
Îòâåò: _________________.
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8.  Статистика и  теория вероятностей
З н а т ь :  

Ум е т ь :  -

-

8.1.  Описательная статистика

8.1.1.  Представление данных в  виде таблиц, диаграмм, графиков

Ñòàòèñòèêà — íàóêà, êîòîðàÿ ñîáèðàåò, îáðàáàòûâàåò è èçó÷àåò äàííûå, ñâÿ-
çàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ìàññîâûìè ÿâëåíèÿìè, ïðîöåññàìè, ñîáûòèÿìè. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà — ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííûé ìàòåìà-
òè÷åñêèì ìåòîäàì ñèñòåìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ 
äàííûõ äëÿ íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñêèõ âûâîäîâ. 

Öåëü îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêè — îáðàáîòêà äàííûõ, èõ ñèñòåìàòèçàöèÿ, íà-
ãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå òàáëèö, äèàãðàìì è ãðàôèêîâ, à òàêæå èõ êîëè-
÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïîñðåäñòâîì îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. 

Îïèñàòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà èñïîëüçóåò òðè îñíîâíûõ ìåòîäà îáðàáîòêè äàí-
íûõ: 
1) òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå; 
2) ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (â âèäå ãðàôèêîâ èëè äèàãðàìì); 
3) ðàñ÷åò ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. 

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òàáëèöà — ñèñòåìà ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðîé â îïðåäåëåí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. 

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ñðåäñòâîì íàãëÿäíîãî âûðàæåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ èññëåäîâàíèÿ. 

Ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû áûâàþò: 
à) ïðîñòûå — ñîäåðæàò ïåðå÷åíü îòäåëüíûõ åäèíèö, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ñîâî-

êóïíîñòè àíàëèçèðóåìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Íàïðèìåð:
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Äîáû÷à íåêîòîðûõ âèäîâ èñêîïàåìûõ â Ðîññèè â 2007 ã. 

Âèäû èñêîïàåìûõ Îáúåì äîáû÷è

Íåôòü, ìëí ò 491

Åñòåñòâåííûé ãàç, ìëðä êóá. ì 651

Óãîëü, ìëí ò 315

á) ãðóïïîâûå — ñîäåðæàò ñãðóïïèðîâàííûå ïî îäíîìó ïðèçíàêó åäèíèöû ñîâî-
êóïíîñòè. Íàïðèìåð:

Ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ Ðîññèè ïî ïîëó íà 1 ÿíâàðÿ 2007 ã. 

ìëí ÷åë. â % ê èòîãó

×èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ, âñåãî 142,2 100,0

Â òîì ÷èñëå: 

 Ìóæ÷èíû 65,8 46,3

 Æåíùèíû 76,4 53,7

â) êîìáèíàöèîííûå — ñîäåðæàò ñãðóïïèðîâàííûå ïî íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì 
åäèíèöû ñîâîêóïíîñòè. Íàïðèìåð, 

Âíåøíÿÿ òîðãîâëÿ ÐÔ â 2007 ã.  
(â ôàêòè÷åñêèõ äåéñòâîâàâøèõ öåíàõ)

ìëðä äîëë. 
ÑØÀ

% ê èòîãó

Ýêñïîðò òîâàðîâ: 355,2 100

— ñî ñòðàíàìè äàëüíåãî çàðóáåæüÿ 301,5 84,9

— ñî ñòðàíàìè ÑÍÃ 53,7 15,1

Èìïîðò òîâàðîâ: 223,1 100

— ñî ñòðàíàìè äàëüíåãî çàðóáåæüÿ 191,2 85,7

— ñî ñòðàíàìè ÑÍÃ 31,9 14,3

З а д а ч а  1 . Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå êîìáèíàöèîííóþ òàáëèöó, îòâåòèòü íà 
âîïðîñû: 
à) íà ñêîëüêî ìëðä äîëë. ýêñïîðò òîâàðîâ ïðåâûøàåò èìïîðò?
á) íà ñêîëüêî % ýêñïîðò òîâàðîâ â ñòðàíû äàëüíåãî çàðóáåæüÿ ïðåâûøàåò ýêñ-

ïîðò â ñòðàíû ÑÍÃ? 
â) âî ñêîëüêî ðàç ýêñïîðò òîâàðîâ ïðåâûøàåò èìïîðò òîâàðîâ â ñòðàíû äàëüíåãî 

çàðóáåæüÿ? 
Ðåøåíèå: 

à) Ýêñïîðò òîâàðîâ ïðåâûøàåò èìïîðò íà: 355,2 – 223,1  132,1 (ìëðä äîëë.). 
á) Íà 84,9 % – 15,1 %  69,8 %. 
â) Â 301,5 : 191,2  1,6 ðàç. 

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôèêîâ è äèàãðàìì ïðè îòîáðàæåíèè ñòàòè÷åñêèõ ïîêàçà-
òåëåé ïðèäàåò èì íàãëÿäíîñòü, îáëåã÷àåò âîñïðèÿòèå è ïîìîãàåò ëó÷øå óÿñíèòü 
ñóùíîñòü èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ. 
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З а д а ч а  2 . Èñïîëüçóÿ ãðàôèê, îòâåòèòü íà âîïðîñ: â êàêèå äíè öåíà íà ïðèâàòèçà-
öèîííûå ÷åêè áûëà: à) íàèáîëüøåé; á) íàèìåíüøåé; â) íå ìåíåå 5 òûñ. ðóáëåé?

Ðåøåíèå: 
Ðàññìîòðèì ãðàôèê. 

Óðîâåíü ñðåäíåé öåíû ïðèâàòèçàöèîííûõ ÷åêîâ íà òîðãàõ ÐÒÑÁ  
(ðîññèéñêîé òîâàðíî-ñûðüåâîé áèðæè), ðóá. 
öåíà,
òûñ. 
ðóá

âðåìÿ (äíè íåäåëè)1

1
2
3
4
5
6

2 3 4 5 6 7

Ðèñ. 8.1
à) Â 1-é è 4-é äåíü; á) âî 2-é, 5-é, 6-é è 7-é äåíü; â) â 1-é, 3-é è 4-é äåíü. 

Äèàãðàììû áûâàþò ñòîëá÷àòûå (ñòîëá÷èêîâûå), ïîëîñîâûå è êðóãîâûå. 
Íàïðèìåð, äèàãðàììà «Ðåêè ìèðà». 

З а д а ч а  3 . Èñïîëüçóÿ äèàãðàììó «Ðåêè ìèðà», îòâåòèòü íà âîïðîñû: 
à) Êàêàÿ ðåêà èìååò íàèáîëüøóþ äëèíó? 
á) Êàêàÿ ðåêà èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó? 
â) Êàêèå ðåêè äëèííåå 2 òûñ. ì, íî êîðî÷å 3 òûñ. ì? 

äë
è
í
à,

 ò
û

ñ.
 ê

ì

À
ì

àç
îí

ê
à

Ã
àí

ã

Ì
óð

ðå
é

Í
è
ë

Ñ
åí

à

Î
ðè

í
îê

î

Ä
óí

àéÂ
è
ñë

à

1
2
3
4
5
6

6
 4

0
0

7
8

1
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Ðèñ. 8.2
Îòâåò: à) Íèë; á) Ñåíà; â) Ãàíã, Äóíàé, Ìóððåé, Îðèíîêî. 
З а д а ч а  4 . Íà êðóãîâîé äèàãðàììå ïîêàçàí âîçðàñòíîé ñîñòàâ íàñåëåíèÿ Ðîññèè.

— 0–14 ëåò

— 15–50 ëåò

— 50–64 ëåò

— 65 ëåò è áîëåå

Ðèñ. 8.3
Èñïîëüçóÿ äèàãðàììó, âûáðàòü ïðàâèëüíûé îòâåò:

à) Â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõîäèòñÿ äîëÿ íàñåëåíèÿ îò 0 äî 14 ëåò? 
1) 0—25 %; 2) 25—50 %; 3) 50—75 %; 4) 75—100 %. 
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á) Íàñåëåíèå êàêîãî âîçðàñòà ïðåîáëàäàåò? 
1) 0—14 ëåò; 2) 15—50 ëåò; 3) 51—64 ëåò; 4) 65 ëåò è áîëåå. 

â) Êàêîâà ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Ðîññèè, åñëè ëþäåé â âîçðàñòå 50—64 ëåò 
â Ðîññèè ïðîæèâàåò ïðèìåðíî 30 ìëí? 
1) îêîëî 98 ìëí; 2) îêîëî 7 ìëí; 3) îêîëî 143 ìëí; 4) îêîëî 180 ìëí.

Ðåøåíèå: 
à) Îòâåò 1), ò. å. 0 äî 25 %; 
á) Îòâåò 2), ïðåîáëàäàåò íàñåëåíèå âîçðàñòà 15—50 ëåò; 
â) Ïî äèàãðàììå âèäíî, ÷òî íàñåëåíèÿ â âîçðàñòå îò 50 äî 64 ëåò ìåíüøå ÷åòâåð-

òè, íî áîëåå ïÿòîé ÷àñòè, ïîýòîìó îáùàÿ ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ äîëæíà áûòü 
áîëåå 120 ìëí è ìåíåå 150 ìëí, ïîäõîäèò 143 ìëí. Ïîýòîìó îòâåò: 3. 

З а д а ч а  5 . Êëèåíò õî÷åò àðåíäîâàòü àâòîìîáèëü íà ñóòêè äëÿ ïîåçäêè íà ðàññòîÿ-
íèå 700 êì. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè òðåõ àâòîìîáèëåé è ñòîè-
ìîñòü àðåíäû. Êëèåíò îáÿçàí îïëàòèòü òîïëèâî äëÿ àâòîìîáèëÿ. 

Àâòî-
ìîáèëü 

Âèä òîïëèâà,  
åãî öåíà (ðóá./ëèòð)

Ðàñõîä òîïëèâà íà 
100 êì (â ëèòðàõ)

Àðåíäíàÿ ïëàòà 
çà ñóòêè, ðóá. 

1 Äèçåëüíîå, 28 14 3 400

2 Áåíçèí, 30 16 3 000

3 Ãàç, 12 18 3 200

Åñëè êëèåíò âûáåðåò ñàìûé äåøåâûé âàðèàíò, òî êàêóþ ñóììó îí çàïëàòèò? 
Ðåøåíèå: 

Âû÷èñëèì ðàñõîäû êëèåíòà ïî êàæäîìó âèäó àâòîìîáèëÿ: 

1-é àâòîìîáèëü: 
700

100
14 3 400 6 144

êì

êì
ë 28 ðóá. / ë ðóá. ðóá.;⋅ ⋅ + =

2-é àâòîìîáèëü: 
700

100
16 3 000 6 360

êì

êì
ë 30 ðóá. / ë ðóá. ðóá.;⋅ ⋅ + =

3-é àâòîìîáèëü: 
700

100
18 3 200 4 712

êì

êì
ë 12 ðóá. / ë ðóá. ðóá.⋅ ⋅ + =

Îòâåò: êëèåíò âûáåðåò òðåòèé àâòîìîáèëü è çàïëàòèò 4 712 ðóá. 

8.1.2.  Среднее результатов измерений

Основные статистические характеристики
Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ðÿä ÷è-

ñåë, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ñáîðà äàííûõ, íåîáõîäèìî ðàíæèðîâàòü. 
Ðàíæèðîâàíèå ðÿäà ÷èñåë — ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ÷èñåë â ïîðÿäêå íåóáûâà-

íèÿ, ò. å. êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî äîëæíî áûòü áîëüøå èëè íå ìåíüøå ïðå-
äûäóùåãî. 

П р и м е р  1 . Ïèëîò Àëåêñåé Ðåäüêèí â òå÷åíèå íåäåëè ñîâåðøàë ïîëåòû íà âåðòî-
ëåòå íà 750, 630, 620, 700, 590, 625, 790 êì. Ðàíæèðîâàòü ðÿä ýòèõ ÷èñåë. 

Ðåøåíèå: 
590, 620, 625, 630, 700, 750, 790. 

Ðàçìàõ ðÿäà ÷èñåë — ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíè-
ÿìè ðÿäà ÷èñåë. 
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Ðàçìàõ íàõîäÿò, êîãäà õîòÿò îïðåäåëèòü, êàê âåëèê ðàçáðîñ äàííûõ â ðÿäó. 

П р и м е р  2 . Äëÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðå 1, ðàçìàõ ñîñòàâèò: R  790 – 590 
 400. 

Среднее значение ряда чисел (среднее арифметическое)
Ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ðÿäà ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ñóììû 

ýòèõ ÷èñåë íà ÷èñëî ñëàãàåìûõ. 
Ñðåäíåå çíà÷åíèå — ýòî çíà÷åíèå âåëè÷èíû, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñóììà 

âñåõ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïîðîâíó ìåæäó åäèíèöàìè íàáëþ-
äåíèÿ. 

П р и м е р  3 . Íàéäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå äàëüíîñòè ïîëåòà äëÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ 
â ïðèìåðå 1. 

Ðåøåíèå: 
(590  620  625  630  700  750  790) : 7  672. 

Мода ряда чисел
Ìîäîé (Mo) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â äàííîì ðÿäó ÷àùå âñåãî. 
Ðÿä ÷èñåë ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé ìîäû èëè íå èìåòü ìîäû ñîâñåì. 
Ìîäó ðÿäà ÷èñåë íàõîäÿò, êîãäà õîòÿò âûÿñíèòü íåêîòîðûé òèïè÷íûé ïîêà-

çàòåëü. 

П р и м е р  4 . 
à) Ðÿä ÷èñåë, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðå 1 (590, 620, 625, 630, 700, 750, 790) íå 

èìååò ìîäû ñîâñåì.
á) Ôåäîð â òå÷åíèå íåäåëè ïîëó÷àë îöåíêè: 3, 4, 4, 2, 5, 4, 3, 3, 4, 2, 5, 5. Íàéòè 

ìîäó ýòîãî ðÿäà ÷èñåë. 
Î÷åâèäíî, ÷òî Mo  4, ïîñêîëüêó îöåíêà 4 âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî. 

Медиана ряда чисел
Ìåäèàíà (Me) — ýòî òàê íàçûâàåìîå ñåðåäèííîå çíà÷åíèå ðàíæèðîâàííîãî 

ðÿäà ÷èñåë: 
à) åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ðÿäó íå÷åòíîå, òî ìåäèàíà — ýòî ÷èñëî, çàïèñàííîå 

ïîñåðåäèíå; 
á) åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ðÿäó ÷åòíîå, òî ìåäèàíà — ýòî ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-

ñêîå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïîñåðåäèíå.

П р и м е р  5 . 
à) Â ïðèìåðå 1 ðàíæèðîâàííûé ðÿä 590, 620, 625, 630, 700, 750, 790 èìååò íå-

÷åòíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ðÿäó. Me  630. 
á) Â ïðèìåðå 4, á) ðàíæèðóåì ðÿä èç 12 ÷èñåë: 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5. 

Me =
+

=
4 4

2
4.  Me  4. 
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8.2.  Вероятность

8.2.1.  Частота события, вероятность

Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîáûòèÿ. 
Ñîáûòèå — ýòî ÿâëåíèå, î êîòîðîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ïðîèñõîäèò èëè íå 

ïðîèñõîäèò ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. 
Ñîáûòèå îáîçíà÷àþò A, B, C, …, ò. å. áîëüøèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâè-

òà. Ëþáîå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ (îïûòà, ýêñïåðèìåíòà). 
Èñïûòàíèå — ýòî óñëîâèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò (èëè íå ïðîèñ-

õîäèò) ñîáûòèå. 
Íàïðèìåð, èñïûòàíèå — âûñòðåë ïî ìèøåíè, ñîáûòèå A — «ïîïàäàíèå»; ñî-

áûòèå B — «ïðîìàõ». 
Ñëó÷àéíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè, à ìîæåò íå ïðî-

èçîéòè âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèÿ. 
Íàïðèìåð, âî âðåìÿ ïîäáðàñûâàíèÿ êóáèêà ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå 4 î÷-

êîâ» — ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. 
Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ìàññîâûìè è åäèíè÷íûìè. 
Ïðèìåð åäèíè÷íîãî ñîáûòèÿ: ïàäåíèå Òóðãóññêîãî ìåòåîðèòà. 
Ïðèìåðû ìàññîâûõ ñîáûòèé: ïîÿâëåíèå áðàêîâàííûõ äåòàëåé â ñåðèéíîì âû-

ïóñêå, ðàçìíîæåíèå áàêòåðèé è ò. ä. 
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò òîëüêî ìàññîâûå ñîáûòèÿ. 
Äîñòîâåðíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ 

îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò. 
Íàïðèìåð, ïðè 0 Ñ âîäà çàìåðçíåò, à ïðè 100 Ñ íà÷íåò êèïåòü. Åñëè áðîñèòü 

êàìåíü ñ âûñîòû, îí áóäåò ïàäàòü âíèç. 
Íåâîçìîæíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ 

ïðîèçîéòè íå ìîæåò. 
Íàïðèìåð, êàìåíü, áðîøåííûé ñ âûñîòû, ëåòèò ââåðõ. Âîäà ïðè 0 Ñ íà÷èíà-

åò çàêèïàòü. Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå ÷àñòî îáîçíà÷àþò . 
Äîñòîâåðíûå è íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ âñòðå÷àþòñÿ â æèçíè ñðàâíèòåëüíî ðåä-

êî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû æèâåì â ìèðå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. 
Ìîæíî ëè îöåíèòü øàíñû ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ? Îòâåò íà ýòîò âî-

ïðîñ äàåò ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. 
Îäíèì èç âàæíûõ ñîáûòèé, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ 

ïîíÿòèå ÷àñòîòû ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. 
Ïóñòü A — ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó èñïûòàíèþ. Ïðåä-

ñòàâèì, ÷òî ýòî èñïûòàíèå ïðîâåäåíî N ðàç è ïðè ýòîì ñîáûòèå A íàñòóïèëî â NA 
ñëó÷àÿõ. Òîãäà îòíîøåíèå 

μ =
N
N

A

íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. 
Âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî p(A), îêîëî êîòîðîãî 

êîëåáëåòñÿ ÷àñòîòà ýòîãî ñîáûòèÿ â äëèííûõ ñåðèÿõ èñïûòàíèé. 
Ýòî îïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. 

П р и м е р  1 . Íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñðåäíåì ñðåäè 1000 íîâîðîæäåííûõ äå-
òåé 515 ìàëü÷èêîâ. ×àñòîòà ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêîâ â òàêîé ñåðèè íàáëþäåíèé 0,515. 
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П р и м е р  2 . Ôðàíöóçñêèé åñòåñòâîèñïûòàòåëü Áþôôîí (ÕVIII â.) ïîäáðàñûâàë ìî-
íåòó 4 040 ðàç, è ïðè ýòîì ãåðá âûïàë â 2 048 ñëó÷àÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà 
âûïàäåíèÿ ãåðáà â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé ðàâíà:

μ = ≈
2 048

4 040
0 50693, ...

П р и м е р  3 . Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Êàðë Ïèðñîí (1857—1936) ïîäáðàñûâàë ìîíå-
òó 24 000 ðàç, ïðè÷åì ãåðá âûïàë 12 012 ðàç. ×àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà â ýòîì 
ñëó÷àå:

μ = ≈
12 012

24 000
0 5005, .

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ïðè îäíîì áðî-
ñàíèè ìîíåòû ðàâíà 0,5. 

Âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1. 
Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî: 

U ðàâíà åäèíèöå: 
P(U)  1;

 ðàâíà íóëþ: 
P( )  0.

8.2.2.  Равновозможные события и  подсчет их вероятности

Ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûå ñîáûòèÿ — ýòî ñîáûòèÿ, äâà èç êîòîðûõ íå ìîãóò 
ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.

Íàïðèìåð, ïîïàäàíèå è ïðîìàõ ïðè îäíîì âûñòðåëå — ýòî äâà íåñîâìåñòè-
ìûõ ñîáûòèÿ. 

Ïîÿâëåíèå öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè îäíîì áðîñàíèè èãðàëüíîãî êóáèêà — ýòî 
øåñòü íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé. 

Ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ — ñîáûòèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå èìååò íèêàêèõ 
ïðåèìóùåñòâ â ïîÿâëåíèè ÷àùå, ÷åì äðóãîå, âî âðåìÿ ìíîãîðàçîâûõ èñïûòàíèé, 
êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñîáûòèÿõ. 

Ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ñîáûòèé, ÷òî â ðåçóëü-
òàòå êàæäîãî èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíî ïðîèçîéòè õîòÿ áû îäíî èç íèõ. 

Íàïðèìåð, â èñïûòàíèè — áðîñîê èãðàëüíîãî êóáèêà — ïîëíóþ ãðóïïó ñî-
áûòèé ñîñòàâÿò ñîáûòèÿ: 
A — «ïîÿâëåíèå 1»; D — «ïîÿâëåíèå 4»;
B — «ïîÿâëåíèå 2»; E — «ïîÿâëåíèå 5»;
C — «ïîÿâëåíèå 3»; F — «ïîÿâëåíèå 6». 

Êðîìå òîãî, ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â ïîÿâëåíèè ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5 è 6, — ðàâíî-
âîçìîæíûå ñîáûòèÿ. 
Åñëè ñîáûòèÿ: 
à) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé; 
á) ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè; 
â) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè,  

òî òàêèå ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. 
Îòíîøåíèå ÷èñëà ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A, ê îáùåìó êîëè-

÷åñòâó ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ 
ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ è îáîçíà÷àþò P(A). 
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P A
m
n

( ) ,  

ãäå n — îáùåå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé; 
m — ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A. 

Ýòî îïðåäåëåíèå íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. 

П р и м е р  1 . Â êîðîáêå ëåæàò 3 æåëòûõ è 7 ñèíèõ øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî ïðè âûíèìàíèè íàóãàä îäíîãî øàðà îí îêàæåòñÿ: à) ñèíèì; á) êðàñíûì? 

Ðåøåíèå: 
à) Ïðè âûíèìàíèè øàðà ìîæåò ïðîèçîéòè: 3  7  10 ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé, 

à ñîáûòèé, ñïîñîáñòâóþùèõ ñîáûòèþ A — ïîÿâëåíèþ ñèíåãî øàðà, òîëüêî 7. 
Òîãäà: 

P A( )
7

10
;

á) Â êîðîáêå íåò êðàñíûõ øàðîâ, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B — ïîÿâëåíèå 
êðàñíîãî øàðà:

P(B)  0. 
П р и м е р  2 . Èç êîðîáêè ñ øàõìàòàìè ñëó÷àéíî âûïàëà îäíà ôèãóðà. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ôèãóðà: 
à) áåëûé êîðîëü; ç) áåëàÿ ôèãóðà; 
á) ÷åðíûé ôåðçü; è) íå ïåøêà; 
â) êîðîëü; ê) íå êîðîëü; 
ã) ÷åðíàÿ òóðà; ë) íå áåëûé ôåðçü; 
ä) êîíü ì) íå ïåøêà è íå êîðîëü; 
å) áåëàÿ ïåøêà; í) íå êîíü, íå êîðîëü è íå òóðà. 
æ) ïåøêà; 

Ðåøåíèå: 
Â êîðîáêå 32 ôèãóðû, ïîëîâèíà — ÷åðíûõ, ïîëîâèíà — áåëûõ. Èç íèõ ÷åð-

íûõ (êàê è áåëûõ): 8 ïåøåê, 1 êîðîëü, 1 ôåðçü, 2 êîíÿ, 2 òóðû è 2 ñëîíà. 
Ïîýòîìó: 

à) P( ) ;À
1

32
 å) P( ) ;Å

8

32

1

4
 ê) P( ) ;Ê

30

32

15

16

á) P( ) ;Á
1

32
æ) P( ) ;Æ

16

32
 ë) P( ) ;Ë

35

36
 

â) P( ) ;Â
2

32

1

16
ç) P( ) ;Ç

1

2
 ì) P( ) ;Ì

14

32

7

16

ã) P( ) ;Ã
2

32

1

16
è) P( ) ;È

1

2
 í) P( ) .Í

22

32

11

16

ä) P( ) ;Ä
4

32

1

8
Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Îïðåäåëåíèå Ïðèìåð
Òåîðåòèêî-ìíîæå-

ñòâåííàÿ èëëþñòðàöèÿ

Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå

Ñîáûòèå A  íàçûâàåò-
ñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì

1. Åñëè ñîáûòèå A — 
âûïàëî «÷èñëî» ïðè

U — äîñòîâåðíîå ñîáû-
òèå
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Îïðåäåëåíèå Ïðèìåð
Òåîðåòèêî-ìíîæå-

ñòâåííàÿ èëëþñòðàöèÿ

ñîáûòèþ A, åñëè îíî 
ïðîèñõîäèò òîãäà 
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
íå ïðîèñõîäèò ñîáû-
òèå A. Âåðîÿòíîñòü 
ïðîòèâîïîëîæíîãî 
ñîáûòèÿ: 
P A P A( ) ( )= −1

ïîäáðàñûâàíèè ìîíå-
òû, òî ñîáûòèå A  — 
íå âûïàëî «÷èñëî» ïðè 
ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû 
(ò. å. âûïàë «ãåðá»). 
2. Åñëè âåðîÿòíîñòü êó-
ïèòü èñïðàâíûé ïðèáîð 
ðàâíà 0,97, òî âåðîÿò-
íîñòü êóïèòü íåèñïðàâ-
íûé: 1 – 0,97  0,03

P(U)  1

A

A

Ñóììà ñîáûòèé

Ñóììîé (èëè îáúåäèíå-
íèåì) ñîáûòèé A è B 
íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A 
 B (èëè A  B), êîòî-

ðîå ïðîèñõîäèò òîãäà 
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A 
èëè ñîáûòèå B

Èç êîëîäû íàóãàä âû-
íóëè 1 êàðòó. Ïóñòü 
ñîáûòèå A — âûíóëè 
÷åðâîâóþ êàðòó, B — 
áóáíîâóþ êàðòó. Òîãäà 
ñîáûòèå A  B — âûíó-
ëè êàðòó êðàñíîé ìà-
ñòè (èëè áóáíîâóþ èëè 
÷åðâîâóþ) 

A

B

A  B èëè A  B

Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé

Ïðîèçâåäåíèåì (èëè 
ïåðåñå÷åíèåì) ñîáûòèé 
A è B íàçûâàåòñÿ ñî-
áûòèå A  B (èëè A 

 B), êîòîðîå ïðîèñõî-
äèò òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ïðîèñõîäÿò 
îáà ñîáûòèÿ (A è B)

Ïðè áðîñàíèè èãðàëü-
íîãî êóáèêà ðàññìà-
òðèâàþò ñîáûòèÿ: A — 
âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî 
î÷êîâ, B — âûïàëî 
÷èñëî, êðàòíîå 3. 
Òîãäà ñîáûòèå A  B — 
âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ 
íå÷åòíîå è ïðè ýòîì 
êðàòíîå 3 (ò. å. ÷èñëî 6) 

A

B

A  B èëè A  B

Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

Äâà ñîáûòèÿ A è B 
íàçûâàþòñÿ íåñî-
âìåñòíûìè, åñëè èõ 
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ 
íåâîçìîæíûì ñîáûòè-
åì, ò. å. A  B   (èëè 
A  B  )

Ïðè áðîñàíèè èãðàëü-
íîãî êóáèêà ðàññìà-
òðèâàþò ñîáûòèÿ: A — 
âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî 
î÷êîâ, B — âûïàëî 
5 î÷êîâ. Ñîáûòèÿ A  
è B íå ìîãóò ïðîèñõî-
äèò îäíîâðåìåííî. 
A  B  

A B

A  B  

Âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíûå, òî P(A  B)  P(A)  P(B)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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П р и м е р  3 . Ìÿ÷ òðèæäû áðîñàþò â áàñêåòáîëüíóþ êîðçèíó. Ñîáûòèÿ A
1
, A

2
 è A

3
 

îçíà÷àþò: A
1
 — ïðè ïåðâîì áðîñêå ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó, A

2
 — ïðè âòîðîì áðîñêå 

ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó, A
3
 — ïðè òðåòüåì áðîñêå ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó. Çàïèñàòü 

÷åðåç ñîáûòèÿ A
1
, A

2
, A

3
 ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: 

à) Â — ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó âñå òðè ðàçà; 
á) C — ìÿ÷ íè ðàçó íå ïîïàë â êîðçèíó; 
â) D — ìÿ÷ õîòÿ áû ðàç ïîïàë â êîðçèíó; 
ã) K — ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó òîëüêî ïðè ïåðâîì áðîñêå. 

Ðåøåíèå: 
Ñîáûòèÿ A1,  A2,  A3  ïðîòèâîïîëîæíû ñîáûòèÿì A

1
, A

2
 è A

3
 ñîîòâåòñòâåííî 

è çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ìÿ÷ íå ïîïàë â êîðçèíó ïðè ïåðâîì, âòîðîì èëè òðå-
òüåì áðîñêå. Òîãäà: 
à) P(B)  A

1
  A

2
  A

3
 — ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó âñå òðè ðàçà. 

á) P C A A A( ) = ⋅ ⋅1 2 3  — ìÿ÷ íè ðàçó íå ïîïàë â êîðçèíó. 

â) P D A A A A A A A A A A A A A A A( ) = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅A A A A A A1 2 3 1 2 3  — ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó õîòÿ áû îäèí ðàç. 

ã) P K A A A( ) = ⋅ ⋅1 2 3  — ìÿ÷ ïîïàë â êîðçèíó òîëüêî ïðè ïåðâîì áðîñêå. 

П р и м е р  4 . Â ðåçóëüòàòå çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé ó÷àùèåñÿ îïðå-
äåëèëè âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé â ëåñîïàðêå âñòðå÷àþòñÿ äåðåâüÿ ðàçíûõ ïîðîä, 
è çàïèñàëè ðåçóëüòàòû â òàáëèöó: 

Ïîðîäà äåðåâà Ñîñíà Äóá Áåðåçà Åëü Îñèíà

Âåðîÿòíîñòü 0,42 
P(A)

0,29
P(B)

0,16
P(C)

0,09
P(D)

0,04
P(E)

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííîå íàóãàä â ýòîì ëåñîïàðêå äåðåâî áóäåò: 
à) ñîñíîé èëè äóáîì; á) íå äóáîì; â) õâîéíûì; ã) ëèñòâåííûì; ä) õâîéíûì èëè 
ëèñòâåííûì. 

Ðåøåíèå: 
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñîáûòèÿ áóäóò íåñîâìåñòíû, à âåðîÿòíîñòü ñóììû íåñî-

âìåñòíûõ ñîáûòèé ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé.
à) Âûáðàííîå äåðåâî — ñîñíà èëè äóá: P(A  B)  P(A)  P(B)  0,42  0,29  0,71. 
á) Íå äóá, ò. å. P(A  B  D  E)  0,42  0,16  0,09  0,04  0,71

 èëè P B P B( ) ( ) , , .= − = − =1 1 0 29 0 71
â) Õâîéíîå (ò. å. ñîñíà èëè åëü): P(A  D)  P(A)  P(D)  0,42  0,09  0,52. 

ã) Ëèñòâåííîå (ò. å. íå õâîéíîå): P A D P A D( ) ( ) , , .+ = − + = − =1 1 0 51 0 49
ä) Õâîéíîå èëè ëèñòâåííîå, ýòî äîñòîâåðíîå ñîáûòèå U: P(U)  1. 
П р и м е р  5 . Äâà îõîòíèêà îïðåäåëÿþò öåëü îäíîâðåìåííî íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà 
ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïåðâîãî — 0,75, âòîðîãî — 0,86. 
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñòðåëîê ïîïàäåò â öåëü. 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàë â öåëü, ò. å. P(A) 

 0,75, à ñîáûòèå A  — â òîì, ÷òî îí íå ïîïàë â öåëü, ò. å. P A( ) , , .= − =1 0 75 0 25
Àíàëîãè÷íî ñîáûòèå B — âòîðîé ñòðåëîê ïîïàë â öåëü, P(B)  0,86; 

P B( ) , , .= − =1 0 86 0 14  Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ñòðåëêà íå ïîïàëè â öåëü: 
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P A P B( ) ( ) , , , .⋅ = ⋅ =0 25 0 14 0 035  Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí ïîïàë 
â öåëü: 1 – 0,035  0,965. 
Îòâåò: 0,965. 
П р и м е р  6 . Â êîðîáêå ëåæàò ðàçíîöâåòíûå øàðû: 20 êðàñíûõ, 10 áåëûõ, îñòàëü-
íûå — ÷åðíûå. Ñêîëüêî ÷åðíûõ øàðîâ â êîðîáêå, åñëè âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì ÷åðíîãî øàðà P r( ) ?
1

3
Ðåøåíèå: 

Ïóñòü â êîðîáêå ëåæàò x ÷åðíûõ øàðîâ, òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî øàðîâ: 20  10 

 x, âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü ÷åðíûé øàð ðàâíà 
1

3
,  çíà÷èò, P r

x
x

( ) ;=
+ +

=
20 10

1

3
 

x
x30

1

3+
= ;  3x  x  30; x  15. 

Îòâåò: 15. 
П р и м е р  7 . Ñðåäè îäíîòèïíûõ äåòàëåé, âûïóñêàåìûõ â öåõó, 1 % áðàêîâàííûõ. 
Ñðåäè êà÷åñòâåííûõ äåòàëåé — 70 % äåòàëåé âûñøåãî ñîðòà. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âçÿòàÿ äåòàëü áóäåò âûñøåãî ñîðòà? 

Ðåøåíèå: 
Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî äåòàëü íåáðàêîâàííàÿ, à ñîáûòèå B — 

â òîì, ÷òî äåòàëü âûñøåãî ñîðòà. Òîãäà ñîáûòèå 
A
B

 — âûáðàëè êà÷åñòâåííóþ 

äåòàëü âûñøåãî ñîðòà. 
Âûáîð îäíîé äåòàëè — ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ, ïîñêîëüêó 1 % äåòàëåé 

áðàêîâàííûõ, òî 99 % äåòàëåé êà÷åñòâåííûõ è P(A)  0,99. Ñðåäè êà÷åñòâåííûõ 
äåòàëåé 70 % âûñøåãî ñîðòà, ò. å. PA(B)  0,7. Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü:

P
A
B

P A P BA

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ = ⋅ =( ) ( ) , , , .0 99 0 7 0 693

Îòâåò: 0,693. 

8.2.3.  Представление о геометрической вероятности

Ïóñòü U — íåêîòîðàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, 
S(U) — ïëîùàäü ôèãóðû U. 

Ýêñïåðèìåíò — ýòî ñëó÷àéíûé âûáîð êàêîé-ëè-
áî òî÷êè U èç ôèãóðû U. 

Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ U — òî÷êè ôèãóðû U. 
A — ÷àñòü ôèãóðû U (A  U). 
S(A) — ïëîùàäü ôèãóðû A. 

Ñîáûòèå A — ïîïàäàíèå òî÷åê U â ôèãóðó A. 
Òîãäà ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè, áëàãîïðèÿòñòâó-
þùèìè ñîáûòèþ A, áóäóò âñå òî÷êè ôèãóðû A. 

Ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçû-
âàåòñÿ îòíîøåíèå ïëîùàäè ôèãóðû, áëàãîïðèÿòñòâóþùåé ñîáûòèþ A, ê ïëîùà-
äè âñåé çàäàííîé ôèãóðû: 

P A
S A
S U

( )
( )

( )
.

A

U

Ðèñ. 8.4 
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Îáîáùèì ýòî îïðåäåëåíèå.
Åñëè U — ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôèãóðà (òåëî), òî çà-

ïèñè S(U) è S(A) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê îáúåìû òåëà 
U è òåëà A — ÷àñòè òåëà U. 

Åñëè U — îòðåçîê, òî çàïèñè S(U) è S(A) ñëåäóåò 
ïîíèìàòü êàê äëèíû îòðåçêà U è åãî ÷àñòè — îò-
ðåçêà A. 

Îáúåì òåëà U â ïðîñòðàíñòâå, ïëîùàäü ôèãóðû U 
íà ïëîñêîñòè, äëèíó îòðåçêà U íà ïðÿìîé íàçîâåì 
ìåðîé ôèãóðû U. Òîãäà: 

P A
A
U

( ) .
ìåðà

ìåðà

Ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçû-
âàåòñÿ îòíîøåíèå ìåðû ôèãóðû, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùåé ñîáûòèþ A, ê ìåðå âñåé çàäàííîé ôèãóðû. 

П р и м е р  1 . Äâà äðóãà äîãîâîðèëèñü ñîçâîíèòüñÿ â ïðîìåæóòêå ñ 10 äî 11 ÷àñîâ. 
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èõ ðàçãîâîð íà÷íåòñÿ â ïðîìåæóòêå ñ 10:30 äî 
10:35. 

Ðåøåíèå: 
Îäèí äðóã ìîæåò ïîçâîíèòü äðóãîìó â ïðîìåæóòêå ñ 10:00 äî 11:00. Â ýòîé 

çàäà÷å ýêñïåðèìåíò — ýòî ôèêñèðîâàíèå âðåìåíè òåëåôîííîãî çâîíêà. Èçîáðà-
çèì âñå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà â âèäå îòðåçêà MN. 

Ïóñòü ñîáûòèå A — âûçîâ — ïðîèçîøåë â ïðî-
ìåæóòêå ñ 10:30 äî 10:35, òî ýëåìåíòàðíûå ñîáû-
òèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A, ìîæíî èçî-
áðàçèòü òî÷êàìè îòðåçêà CD. 

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ âûçîâà â îãîâîðåííîì 

ïðîìåæóòêå ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, òî P A
CD
MN

( ) ,= = = ≈
ìåðà

ìåðà

5

60

1

12
0 08  

(1 ÷àñ  60 ìèí). 

Îòâåò: 0,08. 
П р и м е р  2 . Äàíû îòðåçêè AB  12 ñì; AM  2 ñì; MC  4 ì. Íà îòðåçêå AB ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì îòìå÷åíà òî÷êà X. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà X ïîïàäåò 
íà îòðåçîê: à) AM; 2) AC; 3) MC; 4) MB; 5) AB? 

Ðåøåíèå: 
1. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êà X ïî-

ïàäàåò íà îòðåçîê AM: 

P A
AM
AB

( ) .
2

12

1

6

2. Ñîáûòèå B — òî÷êà X ïîïàäàåò íà îòðåçîê AC: P B
AC
AB

( ) .= =
+

=
2 4

12

1

2

3. Ñîáûòèå C — òî÷êà X ïîïàäàåò íà îòðåçîê MC: P C
MC
AB

( ) .
4

12

1

3

4. Ñîáûòèå D — òî÷êà X ïîïàäàåò íà îòðåçîê MB: P D( ) .=
−

=
12 2

12

5

6

5. Ñîáûòèå E — òî÷êà X ïîïàäàåò íà îòðåçîê AB: P E
AB
AB

( ) .
12

12
1

A

V

Ðèñ. 8.5 

A V

Ðèñ. 8.6 

10.00 11.00

M C D N
Ðèñ. 8.7 

A M C B
Ðèñ. 8.8 
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П р и м е р  3 . Îêîííàÿ ðåøåòêà ñîñòîèò èç êëåòîê ñî ñòîðîíîé 20 ñì. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïîïàâøèé â îêíî ìÿ÷ ïðîëåòèò ÷åðåç ðåøåòêó, íå çàäåâ åå, åñëè 
ðàäèóñ ìÿ÷à ðàâåí 10 ñì (ðèñ. 8.9)? 

Ðåøåíèå: 
ðèñ. Ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ ìÿ÷à: 

S
ì
  R2    102  100  (ñì2). 

Ïëîùàäü îäíîé êëåòêè îêîííîé ðåøåòêè: 
S

êâ
  a2  202  400 (ñì2). 

Òîãäà P A
S
S

( )
,

, .= = = ≈ ≈ì

êâ

100

400 4

3 14

4
0 79

π π

Îòâåò: 0,79. 

8.3.  Комбинаторика

8.3.1.  Решение комбинаторных задач  перебор вариантов,  
комбинаторное правило умножения

Êîìáèíàòîðèêà — ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñïîñîáû âûáîðà 
è ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà îñíîâàíèè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèé. 

Â ïðîñòåéøèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïåðåáîð âñåõ âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ, ò. å. êîìáèíàöèé. 

П р и м е р  1 . Èç öèôð 2, 4 è 7 ñîñòàâèòü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, â êîòîðîì íè îäíî ÷èñ-
ëî íå ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ áîëåå äâóõ ðàç. Ñêîëüêî òàêèõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü? 

Ðåøåíèå: 
Îôîðìèì ðåøåíèå â âèäå «ïîýòàæíîãî ïëàíà»:

2
2

4

4 7 42 7 2 4 7

7

22 24 27

224 227 242 244 247 272 274 277

Ðèñ. 8.10
Âñåãî 8 ÷èñåë. 
Àíàëîãè÷íî ñîñòàâèì ñõåìû, åñëè ïåðâàÿ öèôðà 4 è 7, ò. å. âñåãî: 8  3 

 24 âàðèàíòà. 
Îòâåò: 24. 

Ïîñòðîåííàÿ ãðàôè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçû-
âàåòñÿ äåðåâîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. 

П р и м е р  2 .   Â óðíå ëåæàò òðè íåðàçëè÷èìûõ íà îùóïü øàðà: äâà áåëûõ è îäèí 
÷åðíûé. Ïðè âûòàñêèâàíèè ÷åðíîãî øàðà åãî âîçâðàùàþò îáðàòíî, à áåëûé 

a

a
R

Ðèñ. 8.9 
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 âûòàùåííûé øàð îòêëàäûâàþò â ñòîðîíó. Òàêóþ îïåðàöèþ ïðîâîäÿò òðè ðàçà 
ïîäðÿä. Èçîáðàçèòü äåðåâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. 

Ðåøåíèå: 
ÁÁ×

ÁÁ×

ÁÁ×

ÁÁ× Á×

Á× Á× × Á× ×

Á× ×

×

Á×

Á

Á

ÁÁ

Á

Á

×

×

× ×

×

× ×

Ðèñ. 8.11
П р и м е р  3 . Íåñêîëüêî ñòðàí ðåøèëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâîåãî ãîñóäàðñòâåííîãî 
ôëàãà ñèìâîëèêó â âèäå òðåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ îäèíàêîâîé øèðèíû ðàç-
íûõ öâåòîâ — áåëîãî, ñèíåãî è êðàñíîãî. Ñêîëüêî ñòðàí ìîãóò èñïîëüçîâàòü ýòó 
ñèìâîëèêó, åñëè ó êàæäîé ñòðàíû ôëàã ñâîé? 

Ðåøåíèå: 
Ïîñòðîèì äåðåâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ: 

Ê Ñ Ñ Á Ê Á

ÁÑÊ ÁÊÑ ÊÁÑ ÊÑÁ ÑÁÊ ÑÊÁ

Ñ

Á Ê

Ôëàã

Ñ

Ê Á Ñ Á Ê

Ðèñ. 8.12

Îòâåò: øåñòü ñòðàí (ðîññèéñêèé ôëàã âûäåëåí íà ñõåìå). 

Äåðåâî âàðèàíòîâ óäîáíî ðèñîâàòü äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ, 
à óæå äëÿ ñîòåí âàðèàíòîâ ýòî ñëîæíî. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ êîìáè-
íàòîðíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþò äâà áàçîâûõ ïðàâèëà: ïðàâèëî ñóììû è ïðàâèëî 
ïðîèçâåäåíèÿ. 

Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè ýëåìåíò A ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò B — 
n ñïîñîáàìè, òî A èëè B ìîæíî âûáðàòü m  n ñïîñîáàìè. 

П р и м е р  4 . Åñëè íà òàðåëêå ëåæàò 12 ÿáëîê è 9 àïåëüñèíîâ, òî âûáðàòü îäèí 
ôðóêò (ò. å. àïåëüñèí èëè ÿáëîêî) ìîæíî: 12  9  21 ñïîñîáîì. 

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ýëåìåíò A ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, à ïîñëå 
ýòîãî ýëåìåíò B — n ñïîñîáàìè, òî A è B ìîæíî âûáðàòü m  n ñïîñîáàìè. 

П р и м е р  5 . Åñëè íà ïî÷òå åñòü êîíâåðòû 5 âèäîâ, à ìàðêè — 4 âèäîâ, òî âûáðàòü 
íàáîð «êîíâåðò è ìàðêà» ìîæíî: 5  4  30 ñïîñîáàìè. 
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Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü è ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ. 
Ãðàô — ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê (âåðøèí ãðàôà) è ëè-

íèé, èõ ñîåäèíÿþùèõ (èëè ðåáåð ãðàôà). 

П р и м е р  6 . Àíäðåé, Áîðèñ, Ïåòð è Ôåäîð èãðàëè 
â øàõìàòû. Êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì ïî îäíîé 
ïàðòèè. Ñêîëüêî ïàðòèé áûëî ñûãðàíî? 

Ðåøåíèå: 
Ïîñòðîèì ïîëíûé ãðàô ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè 

À, Á, Ï è Ô, îáîçíà÷åííûìè ïî ïåðâûì áóêâàì 
èìåí ìàëü÷èêîâ. Â ïîëíîì ãðàôå ïðîâîäèì âñåâîç-
ìîæíûå ðåáðà. Â äàííîì ñëó÷àå îòðåçêè-ðåáðà îáî-
çíà÷àþò ñûãðàííûå ïàðòèè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî 
ãðàô èìååò 6 ðåáåð, çíà÷èò, ñûãðàíî 6 ïàðòèé. 
Îòâåò: 6 ïàðòèé. 
П р и м е р  7 . Àíäðåé, Áîðèñ, Ïåòð è Ôåäîð îáìåíÿëèñü ôîòîãðàôèÿìè. Ïðè÷åì êàæ-
äûé ïîäàðèë êàæäîìó ñâîþ ôîòîãðàôèþ. Ñêîëüêî ôîòîãðàôèé áûëî ïîäàðåíî? 

Ðåøåíèå: 
1-é ñïîñîá. Ñ ïîìîùüþ ñòðåëîê íà ãðàôå ïîêàçàí 
ïðîöåññ îáìåíà ôîòîãðàôèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðå-
ëîê âäâîå áîëüøå, ÷åì ðåáåð, ò. å. 12. 
2-é ñïîñîá. Êàæäûé èç 4-õ ìàëü÷èêîâ ïîäàðèë äðó-
çüÿì 3 ôîòîãðàôèè, ò. å.: 4  3  12. 
Îòâåò: 12 ôîòîãðàôèé. 

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî — ýòî òàêîå ìíîæå-
ñòâî, äëÿ êîòîðîãî óêàçàíî, êàêîé ýëåìåíò íàõî-
äèòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, êàêîé — íà âòîðîì è êà-
êîé — íà n-ì. 

Íàïðèìåð, ïåðåñòàâëÿÿ öèôðû â ÷èñëå 256 (òàì 
ìíîæåñòâî öèôð {2; 5; 6} óæå óïîðÿäî÷åííîå), ìîæíî ñîñòàâèòü òàêèå ïåðåñòà-
íîâêè áåç ïîâòîðåíèé (öèôðû â ÷èñëå íå ïîâòîðÿþòñÿ): 

(2; 5; 6), (2; 6; 5), (5; 2; 6), (5; 6; 2), (6; 2; 5) è (6; 5; 2) — âñåãî øåñòü ïåðå-
ñòàíîâîê. 

Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Pn, íà-
ïðèìåð P

3
  6. 

Ôîðìóëà ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ:
Pn  n!  1  2  3  …  n. 

ãäå n!  1  2  3  4  …  n (÷èòàåòñÿ «ýí ôàêòîðèàë»). 
Íàïðèìåð, P

3
  3!  1  2  3  6. 

П р и м е р  8 . Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñòðîèòü ñåìü ó÷àùèõñÿ â êîëîííó ïî 
îäíîìó? 

Ðåøåíèå: 
Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê èç 7 ýëåìåíòîâ, ò. å. 

P
7
  7!  1  2  3  4  5  6  7  5 040. 

ÁA

ÔÏ

Ðèñ. 8.13 

ÁA

ÔÏ

Ðèñ. 8.14 
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Тренировочные тестовые задания к разделу 8

1. Íà äèàãðàììå ïîêàçàíî ñîäåðæàíèå ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ â øîêîëàäå.

— óãëåâîäû;
— áåëêè;
— æèðû;

— ïðî÷åå

Ñêîëüêî ïðèìåðíî óãëåâîäîâ ñîäåðæèòñÿ â øîêîëàäêå ìàññîé 100 ã? 
1) îêîëî 20 ã 2) ìåíåå 30 ã 3) îêîëî 40 ã 4) îêîëî 50 ã

2. Îïðåäåëèòå ïî äèàãðàììå èç çàäàíèÿ 1, â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõîäèòñÿ ïðîöåíòíîå 
ñîäåðæàíèå áåëêîâ â øîêîëàäå. 
1) 0—25  2) 25—50  3) 50—75  4) 75—90 

3. Â ñëóæáå òàêñè â äàííûé ìîìåíò ñâîáîäíî 10 ìàøèí: 5 ÷åðíûõ, 1 æåëòàÿ, 
îñòàëüíûå — çåëåíûå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê çàêàç÷èêó ïðèåäåò òàêñè 
çåëåíîãî öâåòà? 
1) 0,1 2) 0,4 3) 0,5 4) 0,6

4. Îäíîâðåìåííî áðîñàþò òðè ñèììåòðè÷íûå ìîíåòû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âû-
ïàäóò äâà îðëà è îäíà ðåøêà? 

1) 
2

3
 2) 

1

3
 3) 0,33 4) 0,375

5. Äåâî÷êà êàæäûé ìåñÿö èçìåðÿëà ñâîé ðîñò è âû÷èñëÿëà, íà ñêîëüêî ñàíòèìå-
òðîâ îíà ïîäðîñëà. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé çàïèñàíû â òàáëèöå: 

Ìåñÿö ßíâàðü Ôåâðàëü Ìàðò Àïðåëü Ìàé Èþíü

Óâåëè÷åíèå 
ðîñòà (â ñì)

1,4 1 1,2 1,4 1 1,2

Íà ñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ â ìåñÿö â ñðåäíåì èçìåíÿëñÿ ðîñò äåâî÷êè â ýòîò 
ïåðèîä? 
1) íà 1 ñì 2) íà 1,1 ñì 3) íà 1,2 ñì 4) íà 1,4 ñì

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïëîùàäêå 6 âîëåéáîëèñòîâ? 
1) 24 2) 72 3) 96 4) 720

7. Ëó÷íèê âûïîëíèë 7 âûñòðåëîâ ïî ìèøåíè è íàáðàë ñîîòâåòñòâåííî 7; 6; 8; 7; 8; 
8; 6 î÷êîâ. Íàéäèòå ìîäó ýòîãî ðÿäà äàííûõ.
1) 6 2) 7 3) 7,5 4) 8

8. Â êèîñêå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ ðó÷åê è 4 âèäà òåòðàäåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 
ìîæíî ñîñòàâèòü ïàðó èç ðó÷êè è òåòðàäè? 
1) 9 2) 14 3) 20 4) 24

9. Íà îòðåçêå MN ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàíà òî÷êà X. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ íà îòðåçêå BN, åñëè AM  4 ñì, AB  5 ñì, MN  10 ñì? 

M A B N

1) 0,1 2) 0,2 3) 0,4 4) 0,5
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10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò çàíÿòü ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå ìåñòà 8 ó÷àñòíèö 
ôèíàëüíîãî çàáåãà íà äèñòàíöèè 100 ì (âñå ïîêàçàëè ðàçíîå âðåìÿ)? 
1) 64 2) 128 3) 336 4) 720

11. Äåâî÷êè 9-ãî êëàññà íà óðîêå ôèçêóëüòóðû ïðè ïðûæêàõ â âûñîòó ïîêàçàëè 
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: 90, 125, 125, 130, 130, 135, 135, 135, 140, 140, 140, 
140. 
à) Íàéäèòå ìåäèàíó ñîâîêóïíîñòè âûáîðêè. 
á) Íàéäèòå ìîäó ýòîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ. 
â) Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî ðÿäà äàííûõ (îòâåò îêðóãëèòü äî äåñÿòûõ). 

Îòâåò: à)______________; á) ______________; â) _______________.

12. Â ëîòåðåå 400 âûèãðûøíûõ áèëåòîâ è 3 600 áèëåòîâ áåç âûèãðûøà. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü, ÷òî ïåðâûé ïðèîáðåòåííûé áèëåò áóäåò âûèãðûøíûì? 
Îòâåò: ___________________.

13. Èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 25 ó÷åíèê íàóãàä íàçûâàåò ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 25? 
Îòâåò: ___________________.

14. Â ìàñòåðñêîé òðè ñòàíêà. Çà ðàáî÷óþ ñìåíó èç ñòðîÿ âûõîäèò íå áîëåå îäíîãî 
ñòàíêà. Ïåðâûé âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,12, âòîðîé — ñ âåðîÿòíîñòüþ 
0,05, à òðåòèé — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ñìåíó íè 
îäèí ñòàíîê íå âûéäåò èç ñòðîÿ (îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ). 
Îòâåò: ___________________.

15. Ìîëîêîçàâîä âûïóñêàåò ìîëîêî ðàçíîé æèðíîñòè. Â ïðîäóêòîâûõ ìàãàçèíàõ 
ãîðîäà ïðîâåëè îïðîñ 40 ïîêóïàòåëåé î òîì, êàêîé æèðíîñòè ìîëîêî îíè ïîêó-
ïàþò. Ðåçóëüòàòû îïðîñà ïðåäñòàâèëè â òàáëèöå: 

Æèðíîñòü  
ìîëîêà, 

0,5 1 1,5 2,5 3,6 6

Êîëè÷åñòâî  
ïîêóïàòåëåé

6 4 5 12 7 6

Çàâîä äîëæåí âûïóñêàòü 3 000 ë ìîëîêà åæåäíåâíî. Ñêîëüêî ìîëîêà æèðíî-
ñòüþ 2,5  åìó íåîáõîäèìî âûïóñêàòü? 
Îòâåò: ___________________.

16. 12 ó÷åíèêîâ ïîæàëè äðóã äðóãó ðóêè ïåðåä ñîðåâíîâàíèÿìè. Ñêîëüêî áûëî ñäå-
ëàíî ðóêîïîæàòèé? 
Îòâåò: ___________________.

17. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë (áåç ïîâòîðåíèÿ öèôð) ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 1, 
2, 5, 7, 8? 
Îòâåò: ___________________.

18. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë (áåç ïîâòîðåíèÿ öèôð) ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0, 
2, 5, 7, 8?
Îòâåò: ___________________.

19. Â øêàòóëêå ëåæàò 6 øàðîâ, 3 èç íèõ — áåëûå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç äâóõ 
íàóãàä âçÿòûõ øàðîâ îáà áåëûå? 
Îòâåò: ___________________.



8. Статистика и  теория вероятностей352

Ответы

Ðàçäåë 1
1. 3. 2. 2. 3. À1, Á3, Â4. 4. 2. 5. 3. 6. 3. 7. 1. 8. 4. 9. 4. 10. 2. 11. 9. 12. 0,2. 

13. 320. 14. 72,9 êã. 15. 7,25  10–9. 16. 140 êã. 17. 5  10–5. 18. 7,5 . 19. 399. 
20. a10. 

Ðàçäåë 2 
1. 2. 2. 2. 3. 2. 4. 2. 5. À4, Á1, Â3. 6. 1. 7. 4. 8. 2. 9. 3. 10. 4. 11. –4,5. 12. 1. 

13. 7. 14. 
1

1a
.  15. –1,25. 16. 21. 17. 8b2 – 5ab. 18. –10 è 3. 19. 28. 20. 10. 

Ðàçäåë 3 
1. 3. 2. 4. 3. 1. 4. 4. 5. 1. 6. 1. 7. 3. 8. 4. 9. 3. 10. 2. 11. 1. 12. 17. 13. 2. 

14. (–4; 3), (–3; 4). 15. [0,5; 1). 16. 7 ñì, 8 ñì. 17. (– ; 3]  [4; ). 18. –3. 
19. 3 êì/÷. 20. [–2; –1)  (–1; 1)  (1; 4]. 

Ðàçäåë 4 

1. 3. 2. À1, Á3, Â1. 3. 3. 4. 1. 5. 4. 6. 2. 7. 4. 8. 1. 9. 2. 10. 2. 11. 99,1. 12. 
3

32
.  

13. –3. 14. –2,7. 15. 3. 16. –59,5. 17. 23,25. 18. 40. 19. 29. 20. 3, 6, 12 èëè 27, 
18, 12. 

Ðàçäåë 5 
1. 3. 2. 3. 3. 2. 4. À2, Á4, Â3. 5. 3. 6. 3. 7. 4. 8. 4. 9. 2. 10. 1. 11. –3. 12. 1. 

13. 2. 14. x  2. 15. 8. 16. (– ; 1]. 17. (1; 3). 18. –3. 

Ðàçäåë 6 

1. 3. 2. 1. 3. 1. 4. 3. 5. 3. 6. 2. 7. 4. 8. 3. 9. 3. 10. 1. 11. −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

2
3; .  12. 0. 13. 4. 

14. 135 . 15. (3; 3). 16. 3 2.  17. 3. 18. –7. 19. 9. 

Ðàçäåë 7 
1. 4. 2. 4. 3. 4. 4. 1. 5. 4. 6. 3. 7. 1. 8. 1. 9. 1. 10. 1. 11. 4. 12. 3. 13. 1. 14. 4. 

15. 2. 16. 15 ñì. 17. 7 ñì. 18. 25 ñì è 30 ñì. 19. 19. 20. 9p ñì2. 21. 22. 22. 2,5. 

23. 432 ñì2 24. (6; –11). 25. 2. 26. –0,5. 27.   –1,   0. 28. 2 10.  

Ðàçäåë 8 
1. 4. 2. 1. 3. 2. 4. 4. 5. 3. 6. 4. 7. 4. 8. 3. 9. 1. 10. 3. 11. à) 135; á) 140; â) 130,4. 

12. 0,1. 13. 0,12. 14. 0,75. 15. 900 ë. 16. 66. 17. 120. 18. 96. 19. 0,2. 






